


BEVEZETES

Mikor, hogyan és miért valt a kbzgazdasagtan matematikai tudomannya? A kérdésre
egyetlen tudomanytorténeti magyardzat sem ad igazdn megnyugtaté valaszt. Ugyanak-
kor az elmélettorténeti irodalomban szamos, egymasnak gyakran ellentmondd hipoté-
zissel és koncepcidval taldlkozhatunk. Van, aki szerint a kdzgazdasdgtan mar az dkorban is
matematikai tudomany volt, és van, aki szerint ma sem az. Vagy legalabbis nem kellene,
hogy az legyen.

Természetesen a torténeti magyarazatok nagymeértékben figgnek attol, hogy mit is
tekinttink pontosan matematikai tudomanynak. Vajon a statisztikai adatok felhasznélésa, a
szampéldak és sémak, a szigoru deduktiv logikét kdvetd érvelés, a szimbolummanipuldcio
és figgvényhaszndlat, vagy a topoldgiai modszerek alkalmazésa jelenti a kulcsmozzana-
tot? Vélasztasunktol figgéen nagyon sokféle véalasz adhatd az eredeti kérdésre, és ezek a
valaszok gydkeresen eltérd térténeti magyardzatokat vonhatnak maguk utan.

Mar maga az idébeli lehatarolds sem magatol értet8dd, hiszen szamos korai szerz
(pl. W. Petty, D. Bernoulli, vagy valamivel késébb az Ugynevezett francia mérnokok) tore-
kedett arra, hogy kézgazdasagi gondolatait a matematika nyelvén fogalmazza meg, azon-
ban az elmélettorténeti szakirodalomban nagyjabdl egyetértés mutatkozik abban, hogy
a matematikai tudomannya valas igénye a marginalista forradalom kordban fogalmazo-
dott meg, és a XX. szdzad elsé felére tehetd, hogy a tarsadalomtudoméanyok hercege és a
tudomanyok kirdlynéje végleg egymasra talalt.

Ebben a tanulmanyban azt az idészakot kiséreljik meg réviden attekinteni, amely
az 1930-as évek elejétdl az 1950-es évek végéig terjedt. Ez alatt az id6 alatt a kdzgazda-
sagtan jellege jelentésen megvaltozott. A XX. szdzad kdzepétd| gyakorlatilag elvarasként,
s6t gyakran sz(réként jelentkezik a legfontosabb kézgazdasagi folydiratoknal a matemati-
kai eszkdzhaszndlat. A legnagyobb szakmai elismeréseket, beleértve a Nobel-dfjat is, tdbb-
nyire matematikai alapokon nyugvé eredményekért ftélték oda. A legrangosabb szak-
mai testlletek explicit médon is zaszlajukra tlzték a matematika és statisztika eszkoztara-
nak terjesztését a kdzgazdasadgtan teriletén belll, és mér egy bevezetd jellegli kdzgazda-
sagi képzés sem képzelhetd el matematikai alapozas nélkil. A XIX. szdzad végén és a
XX. szdzad elején azonban még egészen mas volt a helyzet. A valtozas folyamata gya-
korlatilag elvalaszthatatlan az altalanos egyensulyelmélet XX. szazadi torténetétdl, ezért e
tanulmany gerincét is elsésorban ennek a problémakérnek a tanulmdanyozasa adja.
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A BECSI MATEMATIKAI KOLLOKVIUM

A XX. szdzad elsé harmadéban jelentds kritikak érték a kbzgazdasagtan féaramanak
elméleteit a gazdasagpolitikai alkalmazasoktol valé tulzott eltdvolodasuk miatt, ami a
szakma hirnevének erodalodédsahoz, valamint a legfontosabb kérdések és a modszertan
Ujragondoldsdhoz vezetett (Bekker 2000a), hattérbe szoritva ezzel a ,tiszta elmélet”
csiszolgatasaval foglalkozo szerzéket. Néhany kutatd azonban tovébbra is a marginalista
forradalom kordban felmerdilt kérdések tisztazasanak szentelte idejét, ami nem bizonyult
felesleges id6toltésnek, mivel a keynesi forradalom utan a kozgazdasagi elméletek
megfogalmazasaban ismét a matematikaé lett a fészerep. Ezek a kutaték gyakran
kifejezetten a matematikai problémét lattak a kdzgazdasagi kérdésfeltevés mogott, ezért
a kézgazdasagtan formalasan kivil a matematika tudomanyénak valtozasét is jelentés
mértékben befolyasoltak.

Az egyik ilyen érdekl¢dési fokusszal rendelkez6 szellemi kdzpont a Karl Menger
(1902-1985) (az osztrak iskolat megalapitd Carl Menger fia) ltal Bécsben megszerve-
zett Matematikai Kollokvium volt. A Kollokvium résztvevéinek szemléletmodjat dontden
hdromféle eszmei dramlat hatdrozta meg: (1) a neoklasszikus kdzgazdasagtan lausanne-i
és osztrak iskoldjanak eredményei és célkitlizései; (2) a kilonbdzé matematikafilozéfiai
koncepciok keveréke, elsésorban az Ugynevezett Hilbert-program; (3) a XX. szdzadi tudo-
manyos gondolkodasra, illetve a tudomanyokrdl vald gondolkodasra driasi hatdst gyakorld
Bécsi Kor tudomanyfilozofidja. Mivel az egyes szerzék motivacidinak feltardsakor kevés szo
esik ezekrdl, bar a folyamat megértéséhez nélkulozhetetlen az ismeretiik, a kdvetkezékben
a teljesség igénye nélkdl réviden ismertetjik e szellemi dramlatok legfontosabb vonasait:

NEOKLASSZIKUS KOZGAZDASAGTAN

A XIX. szadzad masodik felében a gazdasdg muikodésérdl szold elméletek gydkeresen
dtalakultak. Az addig ,uralkodonak” szamito, késébb klasszikus politikai gazdasdgtannak
nevezett eszmerendszert egy alapkérdéseit és mddszertanat tekintve teljesen Uj irdnyzat,
a neoklasszikus kozgazdasagi elmélet véltotta fel. A klasszikus politikai gazdasagtan fébb
képviseldi (D. Hume, A. Smith, T. Malthus, D. Ricardo, és részben J. S. Mill), bar sok kérdés-
ben nem értettek egyet, dontéen mindannyian makrogazdasagi jellegui kérdésekkel fog-
lalkoztak; fontos misszidjuknak tekintették, hogy elméletalapu gazdasagpolitikai ajanla-
sokat tegyenek, igy munkaikban igen erés normativ megallapitasok talalhatok. Tovabbi
kozos jellemzéjuk, hogy az érték fogalmat valamiféle szubsztancialis munkaértékként kép-
zelték el.
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Ezzel szemben a neoklasszikus elmélet megalkotdi a gazdasagi jelenségek
mikroszinten torténé megalapozasara koncentréltak, azaz a médszertani individualizmus
metodologiai elveit kdvették. Elhataroltédk magukat a gazdasagpolitikai alkalmazéasoktol,
vagyis egyfajta pozitiv megkozelités jellemezte 6ket, és egy szUkitett utilitarista értékel-
méletet posztuldltak. A fentieken kivil igen szembetling kilonbség még a kifejtés mod-
janak megvaltozésa is, mivel a klasszikus politikai gazdasagtannal ellentétben a neoklasz-
szikusok gondolataikat egy joval elvontabb kategdriarendszerben igyekeztek megfogal-
mazni (Bekker 2000b).

A két gondolatrendszer nagyfoku kiillonbozésége és az dtmeneti dllapot rovidsége
miatt gyakran paradigmavaltasként tekintenek az 1871-74-es id6szakra, amelyet a ,hirte-
len valtas” hangsulyozasa végett ,marginalista forradalomnak” neveznek. A forradalom
azonban nem ¢sszehangolt hadmdveleteken alapult. Sét a hdrom kulcsszerepld (W. S.
Jevons, L. Walras, C. Menger) harom kulénbozé helyen, hdrom kilénbozd nyelven jelen-
tette meg kdnyvét (Jevons 1871; Menger [1871] 1881; Walras [1874] 1900) anélkul, hogy
tudott volna egymasrdl.

Kozkeletl nézet, hogy a harom md tartalma nagyjabdl ugyanaz: maga a
marginalista-neoklasszikus alapvetés. A kdnyvekbe azonban elegendd belelapozni ahhoz,
hogy Iassuk, ez egyaltaldn nem igy van. Jevons elsésorban a fogyasztas és a termelés opti-
mumat elemzi differencidlszamitasi keretben, Walras a termékek és termelési tényezdk pia-
cainak 6sszekapcsolddaséra helyezi a hangsulyt, és differencidlszémités helyett csupan
egyenletrendszereket alkalmaz (amelyben a megoldas Iétezését az egyenletek és ismeret-
lenek szamanak egyezésével igazolja), mig Menger egyaltaldn nem haszndl matematikdt,
viszont igen szigoru logikai strukturat épit fel az érték utilitarista alapokon valé megraga-
ddsaval, valamint a modszertani individualizmus kévetkezetes alkalmazasaval.

Mindhdrom kulcsszereplé szocioldgiai értelemben is iskoldt teremtett. Jevons
leghiresebb kovetsi — Edgeworth és Marshall — a cambridge-i iskola, Walras tanitva-
nya - Pareto - a lausanne-i iskola, a mengeri hagyomanyt folytaté Wieser és Mises
pedig az osztrak iskola jeles képvisel&i voltak.

Mind a marginalista triumviratus tagjainak, mind kévet&iknek igen nagy fejtorést
okozott metodoldgiai szempontbdl az utilitarista alapu érték meghatarozasa. Ez ugyanis,
akar a Jevons-féle ,hasznossag végsé fokara', akar a Walras-féle rareté? (sz(ikdsség) fogal-
mara, akdr a mengeri gondolatmenetre alapozzuk, egy kézvetlentl mérhetetlen és értel-
mezhetetlen dimenzidju kvantitativ mennyiséget jeldl, ami a kor pozitivista médszertanat

1 Az utolso elfogyasztott egység éltal okozott hasznossagnovekedés.

2 Egy olyan figgvény, amely konkrét szitudcioban konkrét személy esetén megmutatja, hogy a

j0szag bizonyos mennyiségét az adott személy hogyan értékeli.
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tekintve is gyenge pontja volt az elméletnek. A késébbiekben mindez szamos termékeny
maodszertani vitdt és megoldasi kisérletet generalt, ami a neoklasszikus elméletek Ujragon-
dolaséat és modositasat eredményezte.

A klasszikus-neoklasszikus atmenet térténeti magyardazatait illetéen tavolrdl sincs
egyetértés a kozgazdasagi elméletek torténetével foglalkozd kutatdk kozott. Blaug (1978)
szerint példdul az 6sszes neoklasszikus fogalom és modszer kezdeménye megtaldlhatéd
a klasszikus ,el6doknél”, igy ,forradalomrél” semmiképpen sem beszélhetlink, sét a két
irdnyzat kozott egyfajta kontinuités figyelheté meg. Mirowski (1984) azonban a diszkon-
tinuitds mellett érvel, és elsésorban a matematikai modszerek hasznélatdban latja a két
gondolatrendszer kozti kiilonbséget. Valdban, mind az utilitarista értékfogalom beépité-
sének, mind a normatfv tényezék levalasztasanak irdanydba torténtek ,probalkozésok” a
marginalista forradalmat megel&ézéen, valamint a mikroszint( kérdések is helyenként fon-
tos szerephez jutottak, azonban a kdzgazdasagi elmélet dtfogd matematikai formalizala-
sara kordbban kisérlet sem tortént.

MATEMATIKAFILOZOFIA! KONCEPCIOK
A SZAZADFORDULON

A XIX. szazad masodik felére jelentésen megvéltoztak a matematikai ismeretek ere-
detével és ennek kapcsan altaldban a matematika targyaval és modszerével kapcsolatos
attitldok is. Ehhez a legnagyobb 16kést a sokak szerint Bolyai és Lobacsevszkij munkas-
sdga nyoman kialakulé nemeuklideszi geometridkkal kapcsolatos kutatdsok adtdk, ame-
lyek — egyrészt a matematikai objektumok szemlélettel valé viszonydn, masrészt dSnma-
gaban az Uj terllet létezésén keresztll — a hagyomanyos nézetek jelentds Ujragondola-
sara késztettek. Ha a geometria nem az egyetlen és szamunkra is adott Tér tdrvénysze-
rdségeit taglalja, hiszen tobbféle geometria is lehetséges, és raadasul az aritmetika és a
szamfogalom viszonydval kapcsolatban is hasonlé problémék merdinek fel, akkor nehéz
vélaszolni arra a kérdésre, hogy tulajdonképpen mit is jelent az a kifejezés, hogy ,derék-
sz6g", vagy akdr az, hogy ,kett&”, bonyolultabb matematikai fogalmak jelentésérél nem is
beszélve. Ugyanakkor a matematikusok szdmdra a lehet6ségek tarhaza jelentésen kib6-
vUlt a koznapi szemlélettdl vald elszakaddassal, ami szamos fontos matematikai eredmény
megfogalmazasat tette lehetévé. Mindezek miatt a matematika virdgkoranak is neve-
zik a XIX. szadzadot. Cauchy és Weierstrass munkdssadga végleg tisztazta a tdbb mint 200
éve kisérté — ugyanakkor a fizikdban eléforduld differencidlszamitasi problémak megol-
dasanal sikerrel alkalmazott — ,végtelenil kicsiny véaltozdsok” homalyos fogalmat, Georg
Cantor lefektette a matematika 6sszes teriletét megalapozo (naiv) halmazelmélet alapjait,
Gottlob Frege, Richard Dedekind és Giuseppe Peano pedig az aritmetika alapfogalmait
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logikai objektumokra vezették vissza. A fenti elméletek kialakitdsandl fontos szerepet jat-
szott, hogy a definicidk szigoru, egymasra épuld rendje kikliszoboli az esetlegességeket és
megdrzi a matematikai allitdsok végsd igazsagat, amelyet tébbé nem a szemlélet és nem
is valamiféle harmadik vildgban létezé idealis entitassal vald kapcsolat garantal.

Ezekben a szigord deduktiv rendszerekben azonban tébben fogalmi ellentmonda-
sokat véltek felfedezni, amelyek részben mér az dkorban is ismert paradoxonokon alapul-
tak. Az ilyen tipusu ellentmondésok okozta problémak kicsicsosodésa az Ugynevezett
Russel-paradoxon ,felfedezése” volt 1901-ben (Russel [1903] 1996), amely ismét alapjaiban
véltoztatta meg a matematikardl valéd gondolkodést. A paradoxon azt a kérdést feszegeti,
hogy az nmagukat nem tartalmazé halmazok halmaza lehet-e sajat magénak eleme?
Nyilvan mindkét lehetséges valasz ellentmondasra vezet.?

Ezek az ellentmondésok arra 6sztonozték a szazadforduld jeles matematikusait és
filozdfusait, hogy a matematika paradoxonoktél mentes, végérvényes megalapozésat
nyujtsak, bar a kilonbozé irdnyzatok eltérd filozéfiai alapelvekre épitve probaltédk ezt meg-
tenni. Az egyik ilyen irdnyzat a Frege dltal Utjara inditott, de Bertrand Russel munkdassaga
nyoman kibontakozd, és a Bécsi Kor meghatéarozd személyiségeként ismert Rudolf Carnap
altal is képviselt logicizmus volt, amely minden matematikai fogalmat és allitast a tisztan
szintaktikai Uton felépitett logikara kivant alapozni. A masik ilyen iranyzat az igen nagy
hatdsu osztrék matematikus, David Hilbert programja, amelynek egyik értelmezése sze-
rint a matematikai elméleteket modern értelemben vett, szigory, axiomatikus rendszer-
ben kell kifejteni, ahol az axiomak tulajdonképpen jelentés nélkli szimbolumsorozatok,
amelyekbdl kiindulva az elmélet 6sszes tétele konzisztens médon bizonyfthatd. Azt azon-
ban semmi sem garantalja, hogy az axioméakban szereplé fogalmak valéban ,léteznek”,
és kilondsen azt nem, hogy egyértelmuek (pl. a vektorterek axiomainak tdbbféle interp-
retacioja is lehetséges),* ezért az axiomak, valamint a bel6lik levezetett tételek valddi
,igazsaga” is kétséges, csupdn a rendszer konzisztencidjara épithetiink. Ebbdl az értelme-
zésbdl kiindulva szokas a Hilbert-programot formalista programként is aposztrofélni, bar

3 Egy kissé kdzérthetébb formara dtfogalmazva, ha egy laktanya szabalyzata szerint a borbély csak
és kizarolag azokat a katondkat borotvélhatja, akik maguk nem borotvalkoznak, akkor borotvélhatja-e
a szabalyzat szerint sajat magat? Vagy Karinthy szavaival élve: ,0h¢, &lljunk csak meg! On azt mondija,
a rogeszmém, hogy 6rilt vagyok. De hiszen tényleg az vagyok, az imént mondta. De hiszen akkor ez
nem rogeszme, akkor az egy logikus gondolat. Tehat nincs rogeszmém. Tehdt mégse vagyok 6rilt.
Tehdt csak rogeszme, hogy 6rllt vagyok, tehdt régeszmém van, tehat 6rilt vagyok, tehdt igazam
van, tehat nem vagyok 6riilt. Mégiscsak gydnyéri dolog a tudomany!” (Karinthy Frigyes: Oriilt sike-
rem a tébolydaban. 1996: 47)

4 Az axiomakat a rendezett szam n-esek és az irdnyitott szakaszok is egyarant kielégitik.
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- Hilbertnek a matematika egyéb terileteit érinté nézeteit alapul véve — ez az elnevezés
nem feltétlendl helytalld (Csaba 2003). A harmadik irdnyzat a holland Leutzen Egbertus
Jan Brouwer nevével fémijelezhetd intuicionizmus, amely szerint a modern matematika
problémai éppen abbdl fakadnak, hogy fogalmai eltdvolodtak a szemlélettdl, mikozben
ezekre az objektumokra Ugy kellene tekintenlnk, mint egy idedlis matematikus elméjének
konstrukcidira. Azok az objektumok pedig, amelyeket nem konstrualunk meg, vagy eset-
leg nem is lehet megkonstrudlni, nem rendelkeznek jelentéssel, és ezért nincs helytk a
modern matematikdban. Ezen az alapon kritizélta Brouwer az indirekt bizonyitdsok maéd-
szerét (szerinte csak a konstruktiv bizonyitas elfogadhatd), és javasolta egyfajta szigoribb
matematikai logika bevezetését.

A BECS| KOR

A matematika mellett sok gondolkodd szemében a XX. szdzad elejére a természet- és tar-
sadalomtudomanyok is egyfajta valsagba kerlltek. Mikdzben szédmos igen jelentds és sike-
res tudomanyos elmélet bontakozott ki erre a korra, ezek gyakran szembekertltek a XIX.
szdzadban lefektetett metodoldgiai normakkal. Kilonosen ,fenyegetd” volt a helyzet az
ebben a korban a tudoményok mintaképének tekintett fizika tertletén, ahol az elektro-
dinamika, a relativitaselmélet és kuldndsen a kvantummechanika megjelenésével igen-
csak elszaporodtak az olyan tipust magyarazatok, amelyek a tapasztalattol és sokszor
mindenféle szemlélettSl meglehetdsen tavol keriilt fogalmakra épitettek, rdadasul ezek
kozil bizonyos — egyméssal hatdros terileteken 1évé — elméletek Osszeegyeztethetetlen-
nek bizonyultak. Mindez arra sarkallta a kor néhany nagy formatumu természet- és téarsa-
dalomtudésat, matematikusat és filozéfusat, hogy komoly energidkat forditsanak a fenti
problémak tisztdzasara. Ennek szellemében alakult meg a Bécsi Kkor. A Kor hivatalos meg-
alakuldsa Moritz Schlick fizikus és filozdfus névleges vezetésével az 1920-as évek elsé felére
tehetd, de az alapitdk kozott szamon tartott Hans Hahn és Phillipp Frank matematiku-

sok (mindketté David Hilbert tanitvanya) valamint Otto Neurath szociolégus és kézgaz-
dasz mar 1908-tdl folytattak informalis megbeszéléseket a témakorben. A térsasag hivata-
los kidltvanya (Wissenschaftliche Weltauffassung. Der Wiener Kreis) Hahn, Neurath és Carnap
megfogalmazasaban, aki 1926-ban csatlakozott a kbrhdz, 1929-ben jelent meg. A naci part
németorszagi hatalomra keriléséig, amely ausztriai befolydsan keresztil gyakorlatilag a
Kor fenndlldsanak végét jelentette — humanista nézeteik miatt a meghatérozd személyisé-
gek nagy része az Egyesilt Allamokba emigralt, illetve Hahn és Schlick hamarosan elhuny-
tak —, szamos ismert tudos és filozéfus ldtogatott el a heti rendszerességgel megtartott
Osszejovetelekre, és toltott el tobb vagy kevesebb idét ennek kedvéért Bécsben, amely
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Vvaros a tarsasdg mikodésének koszonhetden a vildg tudomanyos életének meghatarozd
kozpontjava valt.

A Bécsi Kor kidltvanydban (1929) megfogalmazott végsé célkitlizés az Ugynevezett
Legységes tudomany” megvalositasa volt, amelyben a kildnbozé tudomdanyos elméletek
6sszehangoltan kapnak helyet, valamint az egyes fogalmak jelentése és azok kapcsolata
mas tudomanyos elméletek fogalmaival vildgosan tisztazott. Ez a térekvés egyrészt meg-
oldja a tudomdnyos elméletek széttdredezettségének problémajat, amely akkoriban, mint
azt mar emlitettik, a természettudomanyok tertiletén is jellemzd volt, masrészt megov a
kidltvany szerint egyre inkdbb fenyegetd metafizikai és teoldgiai jellegli eszmefuttatdsok-
tol, amelyek a tudomanyokba is kezdenek ,beszivarogni’, és amelyek a homalyos jelentés-
sel rendelkez6 kvazitudomanyos fogalmak keletkezésének melegagyat jelentik. A prog-
ram empirista-pozitivista, azaz minden tudomanyos tudas végsé forrdsaként a tapaszta-
latot jeldli meg, valamint logikai elemzésen alapul, azaz az elméletek belsé szerkezete egy
modern értelemben vett axiomatikus rendszerként, illetve az axiomakbdl szigortan logi-
kai Uton levezetett kdvetkeztetésekként adott. Egy tudoméanyos fogalom tehat kétfélekép-
pen nyerheti el jelentését: (1) egy mindenki szdmara hozzaférhetd tapasztalati tényre (pl.
egy kisérletre) referdl, azaz megfigyelheté minéség, vagy (jobb esetben) mérheté meny-
nyiség; (2) logikai uton visszavezetheté olyan fogalmakra, amelyek kdzvetlendl a tapaszta-
latra vonatkoznak az (1) pontnak megfeleléen. Tudomanyos igényd éllitdsnak pedig csak
az tekinthetd, amelyben a fent megadott modon nyert jelentéssel rendelkezé fogalmak
szerepelnek.

A kidltvany ezenkivil részletezi azokat a tudomanyterUleteket, amelyeken az ala-
pok tisztdzasat a programalkotok szikségesnek tartjak, és amelyekre a kdr tagjainak kuta-
tasai vonatkoznak. Az aritmetika, a fizika, a geometria, a bioldgia és a pszicholdgia mellett
egy rovid bekezdést szannak a tdrsadalomtudomanyok (konkrétan a torténelem és a koz-
gazdaséagtan) megalapozasanak. Ezen a terlileten azonban érdekes médon kevésbé tart-
jak stirgetének az alapok tisztdzasat, mivel a fogalmak, mint ,hdbord és béke, export és
import stb. kbzelebb élinak a kozvetlen észleléshez az olyan fogalmaknal, mint az atom,
vagy az éter” (Wissenschaftliche 1929: 313). A metafizikatol valéd megtisztitas folyamata
pedig — ha nem is ugyanazon a szinten, mint a fizikdban — mar régen elkezd6dott, amely-
nek kapcséan kovetendd példaként Walrason és az idésebb Mengeren kivil Quesnay-t,
Smitht, Ricardét és Marxot is konkrétan megemlitik.

A program végrehajtdsanak részleteit, amelyek szamos nyelv- és tudomanyfilozo-
fiai, valamint metodoldgiai koncepcié megsziletését (analitikus és szintetikus allitadsok
logikai alapon valé megkulonboztetése, felfedezés és igazolas kontextusanak szétvélasz-
tasa, megfigyelési és elméleti allitasok distinkcidja, metafizika logikai alapon vald kikusz-
Obolése, fizikalizmus, verifikacidelmélet, konfirmacioelmélet stb.) 6sztonodzte, a résztvevdk
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mas-mas modon képzelték megvaldsitani. Mindez pedig igen termékeny vitdkhoz veze-

tett, amelyek sokszor éppen a kit(izétt program gyenge pontjaira vildgitottak ra, és bar

a belsé vitdk, valamint a késébbi tudoményfilozdfiai irdnyzatok fényében a program sza-

mos eleme megvaldsithatatlannak bizonyult, a Bécsi Kér problémafelvetései a mai napig

nagyon nagy hatast gyakorolnak a tudomanyos és a tudomanyokrdl valé gondolkodasra.

Karl Menger matematikus® volt, és rendkivil széles érdekl6dési korrel rendelkezett,
amely nem csak a tiszta, illetve alkalmazott matematika terileteire terjedt ki, hanem a
matematika és éltalaban a tudomanyok alapjaival kapcsolatos, a XIX-XX. szédzad fordulo-
jan felszinre kerdlé problémak irdnt is igen élénk érdeklédést mutatott. 1927-t6l a geomet-
ria professzora a Bécsi Egyetemen és — kordbbi tandra, Hans Hahn révén — tagja a Bécsi
Kornek. Kordbban két évet Amszterdamban toltott Brouwer mellett, igy alkalma nyilt ala-
posan megismerni mindharom kordbban ismertetett matematikafilozofiai koncepciot,
amelyek a Bécsi Kor filozofidjaval egyltt gyakorlatilag meghatérozték a tudomanyokhoz
valé hozzadlldsat. A Bécsi Korben folytatott tevékenysége mellett 1928-ban megalapi-
totta hires Matematikai Kollokviumat a Bécsi Egyetemen, ahol az altaldnos egyensulyelmé-
let torténetének fészerepldin kivil szamos olyan nagy formatumu tudés megfordult, mint
Kurt Godel®, Alfred Tarsky, Norbert Wiener vagy Rudolf Carnap, akik tobbnyire a bécsi kor
Osszejovetelein is részt vettek. Menger egyes publikus megjegyzései, valamint levelezése
alapjan (Becchio 2007) arra lehet kodvetkeztetni, hogy a Kollokvium alapitésanal szerepet
jatszott, hogy bizonyos kérdésekben — ide tartoznak a matematikai allitédsok jellegére és
az egységes tudomanyra vonatkozé megkdzelitések, amelyeket metodolégiai szempont-
bol Menger nem tartott tul gytimolcsézének — nem értett egyet a Bécsi Kérben domi-
nans nézetekkel.

5 Munkéssaga kiterjedt a geometria, az absztrakt algebra, a funkcionalanalizis, a variacidszamitas
és a matematikai logika terlletére. Legismertebb eredményei a gorbuletek dimenziéfiiggetlen defi-
nicidja, a grafelméleti Menger-tétel, valamint a manapség kilonosen fontos fraktalelméletbél ismert

Menger-szivacs, amely tulajdonképpen a Cantor-halmaz térbeli kiterjesztése.

6 Godel nevezetes, 1931-ben publikdlt, nemteljességi tételei (Godel 1931) a Hilbert-program eredeti
formajanak tarthatatlansagéra mutattak ra, és tobb gondolkoddé (koztik Carnap, Menger és Neu-
mann) matematikardl alkotott nézeteit is megingatték. Az elsé tétel szerint, ha egy axidmarendszer
konzisztens (ellentmondasmentes), akkor nem lehet teljes, azaz mindenképpen marad benne meg-
oldhatatlan probléma (bizonyithatatlan allitas), mig a masodik tétel szerint a rendszer konzisztenciaja

nem bizonyithaté a rendszeren beltl.
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A Kollokvium ¢sszejoveteleinek, hasonldan a Bécsi Kor mikodéséhez, a naci uralom
vetett véget. Menger 1937-ben végleg az Egyesiilt Allamokba koltézott (1930-31-ben ven-
dégkutatoként mér jart ott, és megismerkedett szamos Amerikéban é16 jelentés matema-
tikussal), ahol folytatta aktiv tudomanyos és tudoményszervezd tevékenységét. 1985-ben
bekovetkezett haldldig tdbb amerikai és eurdpai egyetem vendégoktatdja volt.

A Kollokviumon eléadott és megvitatott munkakat Ergebnisse eines Mathematischen
Kolloquiums cimmel adtak ki. A matematikai kozgazdasdgtan szempontjdbdl tébb dontd
jelentéséqui irds mellett ebben a kiadvanyban szdmos Uttoré elméleti és alkalmazott
matematikai tanulmany is helyet kapott. Menger sajat tudomanyos tevékenységén tul
tehat tudomanyszervezé munkaja is igen fontos szerepet jatszott nem csak a kzgazda-
sagtan, hanem a tiszta matematika, valamint a matematikai fizika torténetének alakuldsaban.

VegyUk észre, hogy egy a logikai pozitivizmus szellemében készilt kdzgazdasagi
modell felépitésénél ,csupan” arra kell tgyelniink, hogy a matematikai szimbodlumok altal
jelolt mennyiségek mérhetdk legyenek, vagy legaldbbis a meghatarozasuk elvi lehetd-
sége biztositva legyen. Ha ez a feltétel teljesl, a kdzgazdasagi interpretacid probléméja
ezzel megoldottnak tekinthetd, és innentdl kezdve elegendd a rendszer konzisztencidja-
val foglalkozni, azaz csak a matematikai probléma marad, amelyet viszont megkdzelithe-
tlnk tobbféle matematikafilozéfiai irdnyzat szemivegén keresztil. Ez a hozzaallds a koz-
gazdasagi problémékhoz igencsak kilonbdzik a cambridge-i iskola altal képviselt normak-
tél. Ebbdl kiindulva viszont érthetévé vélik, hogy a Matematikai Kollokviumon megvitatott
egy-egy alkalmazott matematikai probléma miért szarmazhatott gyakorlatilag barmely
tudomanyterUletrdl, és miért kerlilhettek egymas mellé kvantummechanikai és sok mas
megkdzelitéstdl idegen kdzgazdasagi modellek: az egységes tudomany megvalositasa
ugyanis el6bb-utébb mindegyik elmélet letisztazasat igényli. Amennyiben pedig a mate-
matikai problémat kdrvonalazé szimbodlumok altal jeldlt mennyiség mérhetésége nem
csak elvben, hanem ténylegesen is megvaldsithatd lesz, akkor (a rendszer egységes volta-
nak koszonhetden) teljesen mindegy, hogy annak értékét egy fizikai kisérletbdl vagy egy
statisztikai kimutatdsb ol nyerjik majd.

Walras eredeti modellje (Walras [1874] 1900) ilyen szempontUl elemzésre alkalmat-
lan volt, kildnésen a benne szereplé ,rareté” problémas fogalma miatt, amely, mint az
a késébbi vitakbol is 1atszik, igen nehezen kdthetd a kdzvetlen tapasztalathoz. A célnak
viszont tokéletesen megfelelt a modell Gustav Cassel (1918: 111-116) altal ,leegyszerUsi-
tett” valtozata. A svéd kozgazdész ugyanis mellézte a keresleti figgvények egyéni donté-
sekbdl vald levezetését — amely Walras szamara oly nagy jelentéséggel birt —, és ezzel ki is
emelte a rejtézkddé matematikai problémat, amelyre a Kollokvium tagjai mar igazi kihivas-
ként reagdlhattak.
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Cassel n darab terméket és r darab termelési tényezét feltételezett, valamint azt,
hogy egy id6szakra az r darab termelési tényezébdl adott R, R, ..., R, ...,k mennyisé-
gek allnak rendelkezésre. Ha a,(i=1, ..., mj=1,..,1) jeloli az ugynevezett technikai egytt-
hatokat, azaz pl. a,, azt a mennyiséget, amelyre a 2-es termék egységnyi termeléséhez a
3-as termelési tényezébdl szikség van, és q, jeloli az egyes termelési tényezok, p, pedig az
egyes termékek arat, valamint N az egyes termékekbdl keresett, A pedig a beldlik kinalt
mennyiségeket, illetve F(p,, p,, ..., p,) a termékek keresleti figgvényeit, akkor a modell
egyensulyi feltételei a kdvetkezdk:

(1) p=a,q,+d,q,+...+aq, (i=1,...,n)
(2) N=Fpy Py oib,) (=1,...,n)
3) N=A (=1, .00 )
(4) R=a,A+a,A+..+a A (=1,...,n

Az (1) egyenletcsoport nem mas, mint Walras igazsdagos armeghatarozasa a zérus
profit feltétel alapjén, tehat egyik termék termelésénél sem lehet nyereséget realizalni.
A (2) egyenletcsoport a fogyasztoi oldal viselkedését 8sszegzi, vagyis a keresett meny-
nyiségeket az draktol fliggd keresleti figgvények hatdrozzdk meg. A (3) egyenletcso-
port a kereslet és kindlat egyensulyét, azaz a piaci egyensuly feltételeit foglalja 6ssze, a (4)
egyenletcsoport pedig azt, hogy a termékek eléallitdsandl éppen annyit hasznalnak fel az
egyes termelési tényezdkbdl, amennyi rendelkezésre all. Ebben az egyenletrendszerben
n+n+n-+rdarab ismeretlen van (a keresett és a kindlt mennyiségek, a termékek ara, vala-
mint a termelési tényezdk ara) és ugyanennyi egyenlet. Cassel gyakorlatilag Walras gon-
dolatmenetét kovetve, de némileg kiegészitve, latja be heurisztikus Uton az egyenletek
és ismeretlenek szdmanak azonosségara épitve, hogy mivel csak a relativ drak szamita-
nak (@azaz eggyel kevesebb ismeretleniink van), egy Ujabb ,elv" bevezetésével a fligget-
len egyenletek szamat is eggyel csokkentve meghatdrozhatdk az egyensulyi arak és meny-
nyiségek.

A Walras-modell Cassel-féle egyszerUsitése arra is alkalmat adott, hogy egy szoci-
aldemokrata német zsidé (Hans Neisser), akit az elsék kdzott vett Uldézébe a néci hata-
lom, valamint egy az NSDAP tagjaként, majd az SS kotelékében is tevékenykedd kutatd
(Heinrich von Stackelberg) egyarént olyan sulyos elégtelenségeket mutasson ki rajta,
amelyek a Menger-féle kollokvium figyelmét a problémara irdnyitottak. Neisser 1932-ben
mutatott rd egy tanulmanyaban (Neisser [1932] 1990), hogy egyrészt igen kdnnyen el-
fordulhat, hogy a termelési tényezdk keresletének és kindlatdnak egyenlésége csak nega-
tiv drak mellett all fenn, masrészt, ha a termékek dra meg kell hogy egyezzen a termelés
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egységkoltségével, akkor a modellbél negativ termelési mennyiségek is adddhatnak.
Stackelberg (1933) pedig 1933-ban mutatott példat arra, hogy ha a termékek szdma
kisebb, mint a felhasznalt termelési tényezdk szédma, akkor tobbféle tényezéar-kombinacio
is tartozik ugyanahhoz a termékérhoz,’ és ez a helyzet akkor is fennéllhat, ha a termékek
szama nagyobb, mint a termelési tényezdk szama, tehat az egyenletszamlalds médszere
semmiképpen sem biztosit elégséges feltételt a megoldas |étezéséhez.

Frederik Zeuthen dén kbézgazdasz, akinek szerénységére jellemzé, hogy ezt a fel-
ismerését is egy didkjanak tulajdonitotta, (az idésebb) Carl Mengerre hivatkozva felhivta
a figyelmet arra is, hogy ha egy joszag nem sz(ikos (a kindlata nagyobb, mint a keres-
lete), akkor nincsen éra. Es bar Cassel a modellj¢ben csak sz(ikos javakat feltételezett, az
a kérdés, hogy melyik j6szag valik az egyensulyban sz(ikossé és melyik szabad joszagga,
nem doénthetd el elére, hanem a modellen belll kertl meghatérozasra. A fentiek alapjan
Zeuthen (1933) javasolta el¢szor egyenletek helyett egyenlétlenségek hasznalatat az élta-
ldnos egyensulyi feltételek megfogalmazasahoz.

Mégpedig oly médon, hogy a (4) egyenletet az Rza A+a,A+. +a A (=1, ...1)
egyenlétlenséggel valtsuk fel, azzal a kiegészitéssel, hogy ha valamely termelési tényezére
szigoru egyenlétlenség teljestl, azaz R>a A+a,A+. +a A, akkor az egy szabad j6szag,
vagyis ql:O.

Az dltaldnos egyensuly modelljében egyenletek helyett egyenl&tlenségeket sze-
repeltetni azonban igen komoly matematikai kdvetkezményekkel jar. Mindezt Karl
Schlesinger (1889-1938) magyar szarmazasu, Ausztridban tevékenykedd sikeres bankar
ismerte fel (Schlesinger 1935). Menger baratjaként és matematikai érzékkel megaldott,
kozgazdasagi problémak irdnt érdekl6dé emberként allando résztvevdje volt a Matema-
tikai Kollokviumnak. Ott ismerkedett meg Menger egy tanitvanyaval, a kolozsvari szU-
letés(i Wald Abrahammal (1902-1950), aki eredetileg geometridval foglalkozd mate-
matikusként kerilt a Bécsi Egyetemre, azonban zsidé szdrmazasa miatt doktordtusa-
nak megszerzése utan el kellett hagynia az intézményt. igy vélt hivatalosan Schlesinger
matematikatutorava, aki ezen cimszé alatt teremtve pénziigyi biztonsagot, gyakorlatilag
finanszirozta tovabbi kutatasait a geometria és differencidlgeometria tertiletén, és nem
utolsésorban megismertette Waldot az 6t annyira foglalkoztato altalanos egyensulyelmé-
let problémaival. Szamos matematikai témdaju tanulmany mellett Wald 1934-1936-ig irt
négy olyan cikket (Weintraub 1983), amelyekben egyrészt Schlesingerrel egyutt egyen-
|6tlenségek forméjéban fogalmaztak meg az dltaldnos egyensuly kritériumait, masrészt
bevezették az Ugynevezett komplementaritdsi feltételt, amely lehetévé teszi, hogy a bonyo-
lult egyenlétlenségi feltételrendszert egyszer(sitsék, harmadrészt az altalanos egyensuly

7 Ha példaul egy termekiink és két termelési tényezénk van, akkor a p=a,q +a,q, egyenletet igen

sokféle (g, g,) termelésitényezéar-kombinacio kielégiti.
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|étezésének elsé matematikailag korrekt bizonyitasat adja tobbféle lehetséges modell-
ben. A négy cikkbdl ketté megjelent a kollokvium eredményeit ¢sszefoglald Ergebnisse
kiadvanyban, ketté azonban elveszett (Weintraub 1983). Wald végul Morgenstern biztata-
sara frta meg azt a sokat hivatkozott cikket (Wald [1936] 1951), amiben egzisztenciatételeit
osszefoglalja, és eredményeinek kdzgazdasagi értelmezését adja.

1938-ban az Anschluss idején Schlesingert meggyilkoltak, Waldnak pedig végleg
tdvoznia kellett Ausztridbol zsidd szarmazésa miatt. A kollokvium tébb tagjdhoz hason-
l6an az Egyestilt Allamokba emigrélt, ahol élete tovabbi részében matematikai statiszti-
kdval, illetve annak kdzgazdasdgi és katonai alkalmazéasokra vald kiterjesztésével foglal-
kozott. A statisztikai kdvetkeztetéselmélet szigord matematikai megalapozésa, valamint
az Okonometria tertletén elért tobb jelentds eredmény flizédik a nevéhez. A beszamo-
|6k szerint nemcsak remek szakember, de kivald tanar is volt, ezért szamos amerikai egye-
temen megfordult oktatéként, bar a legtdbb idét a New York-i Columbia Egyetemen tol-
totte. 1950-ben repiilégép-szerencsétlenségben vesztette életét feleségével egydiitt, ami-
kor az indiai &llam meghivasara vendégkutatoként az orszagba utazott.

Wald cikkében ([1936] 1951) kifejezetten hosszan targyalja a feltételek értelmezhe-
téségének és valdsdghlségének problémajat, amelyet egy matematikai kbzgazdasag-
tan tertletén beldl sziletett modell esetében alapvetd fontossagunak tart. Cikkében nem
csak a Cassel-modell egyensulydnak egzisztencia- és unicitasi probléméjat, de Cournot
oligopdlium-modelljének egzisztencia- és stabilitasi problémdjat is targyalja. A modell
Ujrafogalmazésakor bevezette az ugynevezett u=1,...1 tobbletvéltozdkat, ame-
lyek segitségével a (4) egyenlet a kovetkezéképpen irhato at: R=a A+a,A+..+a A +u,
(j=1,...,n,ahol ha u>0, akkor r=0,azaz ur=0 (=1, ...,n. Tehat, ha egy termelési tényezd-
bél nagyobb mennyiség all rendelkezésre, mint amennyi felhasznalasra kertl, akkor az egy
szabad j6szag, és az ara nulla. A tobbi egyenletet véltozatlanul hagyta. Az egyensulyi fel-
tételek kozott a termelési tényezékbdl rendelkezésre alld mennyiségek szigoru pozitivita-
sanak, az a, technoldgiai egyutthatok nemnegativitasanak és legalabb egy technologiai
egyUtthato szigoru pozitivitasanak kikdtése mellett jelentds megszoritasok szerepelnek
a keresleti figgvényekre nézve, amelyek a késébbi egzisztenciabizonyitasokban is kulcs-
szerepet jatszottak. Wald egyrészt folytonos keresleti fliggvényeket feltételezett, amelyek
esetében minden véges pozitiv &r mellett pozitiv a kereslet a termékekbdl, és csak abban
az esetben nulla, ha az &r végtelenll nagy. Masrészt Ujabb megszoritasokat tesz a keres-
leti fliggvényre nézve, amelyeknek ramutat az egyéni dontésekben szereplé hatarhasz-
nokra vonatkozo kdvetkezményeire is. Feltételezi ugyanis, hogy az i-edik termék hatar-
haszna nagyobb mértékben valtozik, ha az i-edik termékbdl fogyasztott mennyiség valto-
zik, azaz jobban reagal a kdzvetlen, mint a kdzvetett hatasokra. A termelési tényezdk arai-
nak unicitdsat pedig a termelési tényezék helyettesithetéségével hozta dsszefliggésbe.
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Wald munkassdganak tehat igen fontos hozadéka az 4ltalanos egyensulyelmélet-
ben, hogy rdmutat arra a tényre, hogy az éltaldnos egyensuly egzisztencidja csak bizonyos
megszoritdsok mellett biztosithato a keresleti figgvényekre, illetve az azok moégott meg-
huzddo egyéni izlést jellemzd fliggvényekre, valamint a technoldgidra nézve. Wald ezeket
a feltételezéseket a ,nem valdsaghUl” jelzével illeti, ami a téméhoz valé sajatos metodolo-
giai hozzaallast tikrdz. A matematikai bizonyftast halmazelméleti és topoldgiai eszkdzok-
kel végezte el; ezeknek az akkor modernnek szamitd és igen bonyolult matematikai eszko-
zbknek a hasznélata a kdzgazdasdgtanban addig egyaltaldn nem volt jellemzé.

A REJTELYES NEUMANN-OROKSEG

Wald tanulményai mellett az ltaldnos egyensulyelmélet torténetének masik fontos mér-
foldkéve Neumann Janosnak (1903-1957) egy mdig tisztazatlan kordlmények kézott kelet-
kezett rovid cikke (Neumann 1938), amely a Matematikai Kollokvium kiadvanykotetének
utolsé darabjaként jelent meg. Neumann Janos 1903-ban sziletett Budapesten. Tudo-
manyos tevékenysége a matematika hagyomanyos again kivil szzmos mas tudomanyra
is kiterjedt, és rendkivil széles tertileteket Olelt fel. Korai haldla ellenére igen terjedel-

mes életmUvet hagyott hétra, amely dnmagéban a publikaciéinak szamaban is megmu-
tatkozik. Tobb olyan elmélet megalkotésa, illetve tisztazasa flizédik a nevéhez, amely a
késébbi tudomany és technika fejlédése szempontjabdl alapvetd fontossdgunak bizo-
nyult. Egyes mUveibdl kuldn tudomanyagak fejlédtek, mas munkaiban pedig olyan prob-
lémdkat oldott meg ,jatszi kdnnyedséggel”, amelyek mar hosszu idé éta foglalkoztattak
az egyes szaktudomanyok kutatdit. Integrativ szemléletmodja és munkamddszere tobbek
kozott azon a kulonleges képességén alapult, hogy rendkiviili érzékkel latta meg kilon-
b6z6, egymastol akar igen tévol esé hatdkorrel rendelkezd elméletek Iényeges, illetve
kozds vonasait.

A hatalmas Neumann-életm(ben szinte észrevétlen maradt ez az elész6r egy
princetoni szemindriumon 1932-ben eléadott, majd Menger kollokviumdan megvitatott és
1938-ban publikdlt md. Neumann ebben a cikkben egy igencsak szokatlan kézgazdasagi
modellt vazol fel, majd abban az egyensuly egzisztencidjanak bizonyitdsahoz éltaldno-
sitja Brouwer hires fixponttételét,® ami azon kivil, hogy tisztdn matematikatorténeti szem-
pontbdl fontos 6nallé eredménynek szamit, olyan Uj eszkozt hozott a kdzgazdasadgtanba,
amely késébb minden 4ltalanos egyensuly-elméleti egzisztenciabizonyitasnak alapvetd
eszkdzévé vélt. Neumann az éltala modellezett gazdasagi jelenséget ,tipikusnak” nevezi,
de ezen tul — Walddal ellentétben — nem foglalkozik a feltételek valdsaghtiségének

8 Azndimenzids euklideszi térben egy korldtos, zart, konvex halmaz minden énmagéba valé foly-

tonos leképezésének létezik legaldbb egy fixpontja.



kérdésével. Minddssze azt biztositja, hogy az egyes mennyiségek, a Bécsi Kor szellemé-
ben, legaldbb elvileg mérheték legyenek.

Az elemezni kivént jelenség a kdvetkezd: egyrészt ,a javakat nemcsak a »termelés
természetes tényezdi«-bdl allitjak eld, hanem elsésorban egymasbol. E termelési eljara-
sok korkorosek lehetnek” (Neumann 1938: 160). Masrészt egy bizonyos terméket altaldban
tébbféle termelési eljardssal elé lehet allftani, és ezek nem feltétlendl ugyanolyan haté-
konyak (jovedelmezdek). Harmadrészt pedig egy bizonyos termelési eljaras alkalmazasa
soran tobbféle termék — Neumann szavaival élve: ,melléktermék” — is keletkezhet. Felme-
rll tehat a kérdés, hogy mely eljardsokat fogjak hasznalni a termelés soran, mint nyeresé-
ges és hatékony muveleteket, valamint, hogy mi lesz a termékek ara. A modell specifika-
lasakor néhany megszorité feltételezéssel élt: (1) zart gazdasagot feltételezett, amelyben
nincsen kulkereskedelem; (2) tobb id&szak létezik, amelyek megvaélasztdsa dnkényes, a fel-
hasznalhato készletek az id&szak elején dlinak rendelkezésre, és a cserére az idészak végén
kertl sor; (3) a termelési ardnyokat véltozatlannak tekintette, igy a gazdasagi ndvekedés
egyetlen a konstanssal leirhatd; (4) a kamattényez6t szintén egyetlen (3 konstanssal jelle-
mezte; (5) csak Ujratermelhetd javakat vett figyelembe, vagyis az elsédleges (pl. termé-
szeti) er6forrdsokat a modell hatokorén kivil helyezte, és feltételezte azok korltlan rendel-
kezésre 4llasat; (6) fogyasztas csak a termelési eljarasok révén megy végbe, és ezek feldlelik
a munkdsok és alkalmazottak éltal elfogyasztott létsziikségleti cikkeket is (azaz pl. a haztar-
tdsok fogyasztdsa a munkaerd, mint Ujabb termék, illetve termelési tényezd eléallitdsdhoz
szUkséges termelési eljaras); (7) minden terméket, illetve jovedelmet Ujbdl felhasznalnak,
illetve befektetnek, a hozam a termeléssel aranyos; (8) az amortizaciot killon termékekként
kulon termelési eljardssal szerepeltette.

Ha au—vel, illetve b,/—vel jeloljik azt a mennyiséget, amelyet az j-dik eljdras a j-dik ter-
mékbdl felhasznal, illetve eléallit, valamint x -vel az i-dik termékbdl felhasznalt mennyisé-
get, p/—vel pedig a j-dik termék ardt, akkor a gazdasagi egyensuly feltételei a kovetkezékép-
pen fogalmazhaték meg:

(1) xyzo,p/.zo;Zl.zwmxl>0,ijw”p/>0;ay+by.>0 (i=1,...m; j=1,...n)

2 oz, max <y mbx  (j=1,. n) és ha valamelyik j=k indexre szigoru

=1 i

egyen\otlenseg all fenn, akkorpk 0.

(3) BZ rap= ¥ " bp (i=1,.., m) ha valamelyik i=/ indexre szigoru
egyenlotlenseg allferm akkor x=0.

Az (1) feltétel a mennyiségek és drak nemnegativitasat biztositja azzal a megkotés-
sel, hogy legaldbb egy terméket biztosan termelnek, legaldbb egy termék biztosan nem
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szabad j6szag, valamint minden termék megjelenik minden termelési eljarasban vagy ter-
mékként, vagy termelési tényezéként, vagy mindkettéként. A (2) feltétel biztositja, hogy
egyik termékbdl sem hasznélhatnak fel tobbet, mint amennyi rendelkezésre all. A (3) fel-
tétel szerint pedig egyetlen eljaras sem lehet nyereséges, és a veszteséges eljarasokat
nem hasznaljak. Lathaté, hogy n+m+2 darab ismeretlentink és n+m darab feltételtnk van,
azonban a termelési szinteknek és az draknak csak az egymadshoz viszonyitott aranyait kell
figyelembe venni, ezért a matematikai problémdat ismét csak az jelenti, hogy a feltételek-
ben nem egyenletek, hanem egyenlétlenségek szerepelnek.

Neumann ramutatott, hogy a megoldas létezése nem igazolhaté az ismeretlenek és
feltételek szaméanak egyezéségére épitd szokasos kvalitativ érveléssel, hanem topoldgiai
Osszefliggések ismeretét és Brouwer fixponttételének altalanositasat igényli” Ezt a Neu-
mann altal dltaldnositott tételt fogalmazta Ujra és latta el egyszeribb bizonyitassal Shizuo
Kakutani (1911-2004) 1941-ben (Kakutani 1941), ami a késébbi dltaldnos egyensuly-elmé-
leti elemzések alapvetd és nélkilozhetetlen eszkodzévé (Kakutani-fixponttétel'?) valt. Neu-
mann tehat nem csak az altaldnos egyensuly, mint kdzgazdasagi probléma tisztdzasdhoz
nydjtott irdanymutatast, de a matematikai probléma kulcsat jelent6 eszkdz is végsé soron
téle szarmazik.

A Neumann-modell keletkezésének korilményeirél azonban csak homalyos infor-
maciok dlinak rendelkezésre. A szerzé ugyanis nem utal arra, hogy honnan meritett moti-
vaciot cikke megirdsdhoz, ezért szdmos hipotézis latott mar napvildgot ezzel a kérdés-
sel kapcsolatban. Neumann, ha nem is rendszeresen, de résztvevdje volt Menger kollok-
viumanak, amikor princetoni kinevezése utan idénként Eurépaba ldtogatott, tehat azt az
utat is valaszthatta volna, amelyet Wald jart be a Cassel-kritikdk kapcsan. A modellt azon-
ban elészor 1932-ben prezentdlta még a kritikdk megjelenése elétt, tehat valdszinlleg
a Kollokvium allandé résztvevsitél fliggetlentl dolgozott a probléman, és csak késébb
szerzett tudomdst Wald munkdjarél. Mivel nagyon keveset tudunk Neumann akkori kdz-
gazdasagi ismereteirdl, és a modell is erésen eltér az eredeti Cassel-modelltdl, tdbben
még azt is megkérddjelezik, hogy egyaltaldn ugyanazon a probléman dolgozott-e Neu-
mann, mint Wald. Annyi bizonyos, hogy Kaldor Miklés — Neumann korabbi iskolatarsa

9 A megoldas valdban nem bizonyithato kvalitativ érveléssel, azonban Neumann a fixponttételek
felhaszndldsanak szikségességét illetéen tévedett. Kemeny, Morgenstern és Thompson (1956)
suly-elméleti egzisztenciabizonyitdsokhoz azonban mar valdban nélkilézhetetlennek bizonyultak a

fixponttételek.

10 Az ndimenzids euklideszi térben egy korlatos, zart, konvex halmaz minden énmagaba vald

felulrél félig folytonos, konvex ponthalmaz leképezésének létezik legaldabb egy fixpontja.



— visszaemlékezéseiben megemliti (idézi Zalai 2000), hogy ajanlott honfitdrsdnak ¢ssze-
foglald jellegUi kdzgazdasagi munkékat, koztiik Cassel konyvét is. A tanulmany kdzponti
problémaja valéban az egyensuly egyenlétlenségi feltételek melletti Iétezésének igazo-
ldséhoz szUkséges matematikai eszkdztar megaddsa, azonban a fogyasztéi oldal keze-
|ése merdben idegen a neoklasszikus gondolatmenettdl. Emiatt, valamint a tékejavak saja-
tos kezelése és a termelés korkords jellege miatt, bizonyos forrdsok (Thomson, idézi Zalai
2000; Kurz és Salvadori 1995) berlini tartdzkodésaval és az ,orosz iskoldval” hozzék dssze-
fliggésbe a modellt.

Kérdéses, hogy a sz6 szocioldgiai értelmében valéban lehet-e orosz iskolarol
beszélni, azonban az tény, hogy a XX. szédzad elsé harmadaban tobb olyan tudds is tevé-
kenykedett, akiket bizonyos szempontbdl 6sszekapcsol a ricarddi és marxi hagyomanyok
kdvetése, a termelés korkoros jellegének hangsulyozasa, valamint a neoklasszikus hagyo-
manyra nem jellemzé lineéris algebrai eszkdztar hasznalata. A csoport elsé tagjaként az
orosz Vlagyimir Dmitrievet szokds megemliteni, aki 1898-1902-ben megjelent esszéiben
megkisérelte Osszeegyeztetni a munkaérték-elméletet a marginalista hasznossag kon-
cepcidjaval — Cournot eredményeit is felhasznalva. Az 6 kovetéjének tekintheté a szent-
pétervari szlletésU, de lengyel szarmazasu és szinte egész életében Berlinben oktatd
Ladislaus Bortkiewicz, akinek valdszinliség-szamitasi és statisztikai eredményei mellett a
marxi transzformaciés probléma matematikai megformuldzasa és tobb irdnyzattal — koz-
tik magaval Marxszal, az osztrék iskoldval és a német torténeti iskoldval — szemben meg-
fogalmazott kritikai észrevételei is kiemelenddk. Bortkiewicz tanitvanya volt az 1920-as
évek végén a késébb az Egyestilt Allamokba emigralt és Nobel-dijjal jutalmazott Wassily
Leontief (1905-1999), a termelés korkoros jellegére épiilé input-output modell megalko-
téja, valamint Robert Remak, aki sajatos modon formalizélt gazdasagi modelljével akkori-
ban igen nagy feltlinést keltett Berlinben. Neumann ekkor szintén Berlinben tartézkodott,
ezért valéban hozzdjuthatott Leontief 1928-as doktori disszertacidjahoz a termelés korko-
ros jellegérdl és Remak modelljéhez egyarant'’ (Screpanti et al. 2005).

Kevéssé valdszinl, hogy Neumann valamely kdzgazdasagi irdnyzathoz kivant volna
csatlakozni modelljével. Mas tudomanyok tanulmdanyozasakor sokkal inkdbb a kilonbdzé
megkozelitésmodok kozotti szintéziskeresés jellemezte — gondoljunk csak a kvantum-
mechanika kétféle interpretaciojadnak vagy a szamitdgép és az agy mikodésének kozds
matematikai elméleteire — olyan matematikai modellek forméjaban, amelyek akar tobb-
féleképpen is interpretélhaték; mindezzel az egységes tudomany bécsi eszményének
megvalodsitasahoz jarul hozza. A cikkben a modell felépitésekor a kdzgazdasagi gydkere-
ket nem jeloli meg ugyan, de egyfajta ,fenomenoldgiai dltaldnossag” hangsulyozasa kap-
csan utal a modell egyes elemeinek lehetséges termodinamikai interpretacidira, valamint

11 Az orosz iskola hagyoményait az olasz Piero Sraffa vitte tovabb.
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a sajat kordbbi jatékelméleti modelljével vald szoros kapcsolatra & maga mutat rd explicit
maodon.

Tehét sokkal inkdbb elképzelhets, hogy a modell az egységes tudomany eszmé-
nye, mint barmely kdzgazdasagi iranyzat szellemében sziletett. Mindenesetre akarmi-
lyen motivaciénak az eredménye is Neumann munkdja, annyi bizonyos, hogy az altaldnos
egyensulyelmélet neoklasszikus teoretikusain kivil a késébbiekben Koopmans éltal kidol-
gozott linedris tevékenységelemzési modell (LTM) hivei, a neoricardidnus hagyomanyo-
kat kovetd Sraffa, valamint dinamikus jellege miatt egyes ndvekedési modellek megalkotdi
egyarant fontos kiindulopontnak tekintik.

A BRIT FOGADTATAS

Az dltaldnos egyensulyelmélet alakuldsa szempontjdbol Bécs mellett a masik fontos szel-
lemi kdzpont a London School of Economics (LSE) volt. 1929-ben nevezték ki tanszékve-
zetévé a 31 éves Lionel Robbinst (1898-1984), aki kivalé vezetdi készségével egy olyan Uj
szemléleti tudomanyos kozeget teremtett Londonban, amely alkalmassa tette az inté-
zetet arra, hogy Cambridge ellenpoélusava vélhasson. Robbins egyrészt egyeduilallé jar-
tassdggal rendelkezett a kontinentalis kdzgazdasagi irodalomban, mésrészt nagyon nagy
hatdssal voltak ré a logikai pozitivizmus eszméi (személyesen is megfordult a Bécsi Kor
Osszejovetelein). lly modon sajatos metodoldgiai szemléletmddjat, amely tébbek kdzott a
kozgazdasagtan targyanak Ujradefinidldsaban is megjelent, valamint a lausanne-i és oszt-
rak hagyomanyokat, illetve a svéd iskola eredményeit egyardnt megismertette azzal az
igen figyelemreméltd gardaval, amelyet maga koré gyUjtott, és amely tagjainak szakmai
érdeklédését nagyon jo érzékkel irdnyitotta. A csapat tagjai kozott olyan fiatal kozgaz-
daszok szerepeltek, mint John Hicks (1904-1989), Kaldor Miklos (1908-1986), Roy George
Douglas Allen (1906-1983) és Abba Lerner (1903-1982), akik mindannyian a XX. szdzad k&z-
gazdasagtananak meghatérozoé alakjaiva véltak. Robbins szervezékészségének kdszonhe-
téen a kontinens szamos kozgazdasza tette tiszteletét Londonban, hogy gondolatait egy
igazan pezsgd szellemi kdzegben vitathassa meg. Schumpeter, Mises, Lindahl, Ohlin és
Viner egyarant megfordultak ebben az idében az LSE-n, és Hayek hosszabb idét is toltott
ott vendégoktatoként. Valdszinlleg elsésorban az ¢ munkassaga kapcsan merdiltek fel
azok a kérdések, amelyek az ltaldnos egyensulyi elemzési keretnek a ciklikus ingadozésok
magyarazatdra valé alkalmazhatdsagat, valamint — a modell olyan dinamikus jellemzd&ivel
Osszefliggésben, mint a stabilitds — a pénz és a varakozasok szerepével kapcsolatos prob-
lémdkat feszegetik. A walrasi koncepcié tovabbfejlesztett véltozataiban ugyanis a pénz
statusza kordntsem bizonyult tisztazott kérdésnek.



Hicks, aki Nobel-dfijat részben az altaldnos egyensulyelmélethez vald hozzajaru-
lasdért kapta, szemben a Bécsi Kollokvium résztvevéivel, sokkal inkabb a kozgazdasadgi,
mint a matematikai problémabal indult ki. Alldspontja szerint a munkapiacnak, a fogyasz-
tasi javak és a téke piacanak, valamint azzal ¢sszefliggésben a nemzetkozi kereskedelem-
nek a problémai az egyes piacok kdlcsdnds dsszefliggéseire vezethetdk vissza. Es mivel
ezek a gazdasagi jelenségek természetiiknél fogva idébeli folyamatokhoz kotheték, ezért
az dltaldnos egyensulyelméletet is dinamikus szemléletmddban térgyalja. Hicks szerint az
altaldnos egyensulyelmélet statikus modelljei csupan a kérdések pontos megfogalmaza-
sara hasznalhatok, viszont azok dinamikus kiterjesztéseiben sokkal tobb lehetéség rejlik,
mint azt a cambridge-i kdzgazdaszok, beleértve Marshallt és Keynest is, gondoltak. Frtek
és téke (Hicks 1978) cimU 1939-ben megjelent konyvében nem csak a fogyasztés és terme-
|és elméletét fogalmazza Ujra modern terminusokban, kikiiszobdlve a kardindlis hasznos-
s&gi megkozelitést és bevezetve tdbbek kdzott a helyettesitési hatdrardny és az &rvaltoza-
sok hatasfelbontasdnak fogalmat, hanem részletesen targyalja az altaldnos egyensuly és az
idébeliség viszonyat is, eljutva ezzel a bér- és tokeelmélet tisztdzando kérdéseihez.

Pedagdgiai szempontbdl Marshall modszerét kdvette és a f6szovegben igen kevés
matematikat alkalmazott, ami valészinlleg nagymértékben hozzajarult ahhoz, hogy
kényve igen népszer( és széles korben ismert mavé véljon. Sajat bevalldsa szerint a
magyarazatok nagy része nem feltétlentl igényli a bonyolult matematikai kifejtést — ne
felejtstik el, hogy matematikailag igen képzett emberrél van sz6 —, de ahol ez mégis sziik-
séges, ott is tobbnyire elegendd a grafikus dbrak hasznalata, mivel a problémak éltaldban
két valtozoval szemléltethetdk. A preciz matematikai levezetéseket és a tobbvaltozos kiter-
jesztéseket 6 is a fliggelékben kozli. Ezzel gyakorlatilag tartalmilag és formailag egyarant
megalapozta azt az iranyvonalat, amelynek szellemében a bevezeté mikrodkondmia- és
bizonyos makrodkondmia-tankdnyvek a mai napig készilnek.

Az dltaldnos egyensulyelmélet preferenciakon (és nem hasznossagokon) alapuld
walrasi modelljének ismertetésekor Hicks szintén az egyenletszamlalas médszerét alkal-
mazta az egyensuly létezésének beldtasdhoz, azonban rogtdén hozzétette, hogy ez az
egyensulyi dllapot csak mint egy tévoli jovokép értelmezhetd, és igazan termékeny — és
a makrojellegUi problémékhoz utat nyitd — megkozelités az egyensulyi rendszer vdltozd-
sdnak vizsgélata volna. Ebben a megkdzelitésben pedig nem merul fel az egyenlétlensé-
gek problémaja — ahogy Walrasnal sem —, hogyha tgy gondoljuk, hogy a tavoli jovében
bekovetkezé egyensuly csak kézgazdasdgilag értelmes végéllapot lehet.

Mindezek utan kiterjeszti a komparativ statika marshalli elemzési médszerét az alta-
lanos egyensulyi rendszerre oly médon, hogy az egyensulyi feltételekben testet 61t6
egyéni dontési kritériumoknak a masodrendU feltételeit is megvizsgalja, és ezeken keresz-
tll hatdrozza meg az egyensuly stabilitési feltételeit, amelyek Ujabb megszoritadsokat
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jelentenek a fogyasztdi preferencidkra és a technoldgidra nézve. Hicks szemléletmaodija
tehat dinamikus, de modelljeit nem fogalmazza meg matematikai értelemben vett dina-
mikus rendszerként, azaz olyan differencidlegyenletként, amelyben az egyes kdzgazdaségi
valtozok explicit médon az idé figgvényei lennének. Ezt két évvel késdbb amerikai kollé-
gdja, a matematikai kdzgazdasagtan masik nagy alakja, a szintén Nobel-dijjal jutalmazott
Paul Anthony Samuelson (1915-2009) teszi meg (Samuelson 1947).

AZ AMERIKAI ALOM

Samuelson nagyjabdl egy idében Hicks fent emlitett dltaldnos egyensuly-elméleti kutatd-
saival, a Harvard Egyetemen doktori disszertaciojan dolgozott, amelynek kibévitett valto-
zatét elészor 1941-42-ben konyv forméjdban (Foundations of Economic Analysis) is kiadtak
(Samuelson 1947). Ebben a miben a szerzé Ujratdrgyalja a kdzgazdasagtan szamos alap-
problémajat, amelyeket mér a magas szinti matematika nyelvén fogalmaz meg, egyszer-
smind osszefoglalva azt a matematikai eszkdztarat, amelyet a diszciplina miveléséhez
szUkségesnek vél. Ez a munka egy idére sok szempontbdl lehatérolta a kdzgazdasagtan
kutatési terileteit azzal, hogy (1) letisztdzta a mult szamos problémdjét, (2) vildgosan kitU-
z6tt bizonyos jovében megvalaszolandd kérdéseket, és (3) egységes modszertani keretet
adott a kérdések megvalaszoldsahoz.

A kdnyv mottoja egy Willard Gibbstdl, a termodinamika egyik meghatarozo alakja-
tél szarmazdé idézet: ,a matematika nyelv”. Samuelson doktori témavezetéje Gibbs egy-
kori tanftvanya, a polihisztorként szamon tartott Edwin Bidwell Wilson volt, akin keresz-
tul igen nagy hatést gyakorolt a szerzére a matematikai fizika elmélete. A termodinamika
tulajdonképpen értelmezheté egy olyan matematikai formaban megjelend analdgiakon
alapuld egyesité elméletként, amelynek keretei kdzott a fizika tébbféle teriiletéhez tar-
tozé jelenség — példaul mechanikai, elektromos, kémiai és héjelenség — egyarant kezel-
hetd. Samuelson is hasonlé metodoldgiai célokat deklardlt a konyv elsé oldalain: analé-
gids alapon egyesiteni a kdzgazdasagtan olyan, jellegében hasonld problémait, mint pél-
ddul a fogyasztoi és termeldi viselkedés. Az egyesitd keretelmélet pedig az optimalizacids
elv, amelynek értelmében minden kbzgazdasagi probléma visszavezetheté egy maxi-
mum-, illetve egy minimumfeladatra, és ezek felirdsdhoz és megoldasahoz a tobbvalto-
765 fliggvények feltételes szélsdérték-szamitasi eszkdztara hasznélhato. Igy az altaldnos
egyensuly feltételei is tulajdonképpen maximumfeltételek. Fontos még megemliteni a
— szintén fizikdbdl kdlcsonzott — megfelelési elvet (correspondence principle), amely a rend-
szer dinamikus és statikus jellemzdi kdzott teremt kapcsolatot annyiban, hogy az egyen-
suly stabilitasi tulajdonséagaibdl olyan, legalabbis elvileg tesztelheté — Samuelson szavai-
val élve operaciondlisan tartalmas — jellegzetességek kovetkeznek, amelyek a komparativ



statika eszkdztérdval kezelheték. Ezen a ponton Samuelson utal Hicks munkajara, amely-
bél sajat bevalldsa szerint batoritast nyert, azonban annyiban mindenképpen szigorub-
ban fogalmazza meg az elvet, hogy nala az egyensuly kis kornyezetében végzett kom-
parativ statikai elemzésnek nincs értelme abban az esetben, ha az egyensuly nem stabil.
Ekkor ugyanis, ha egy kicsiny valtozés kimozditja a rendszert az egyensulybol, az egyen-
suly instabilitdsa miatt az nem képes visszatérni a kordbbi egyensulyi dllapotaba, igy az
erre vonatkozé feltételezés értelmetlen.

Samuelson cikkében (Samuelson 1941) és mar emlitett konyvében (Samuelson 1947)
az aralkalmazkodas mechanizmusét a kdvetkezd differencidlegyenlet formajaban fogal-
mazza meg egy termék piacara, ahol p(t) figgvény jeldli az &r alakulasét az idében, D[p(t)]
a keresleti és S[p(t)] a kindlati fUggvényt, valamint H() egy tetszéleges origdn atmend
monoton ndvekvé flggvényt: dp/dt=HD[pO]-S[p®)).

Azaz ha a kereslet meghaladja a kindlatot, akkor az ar az idében novekszik, ha
viszont a kindlat haladja meg a keresletet, akkor csékken. Abban az esetben pedig, ha a
kereslet egy p,ar mellett megegyezik a kinalattal, akkor a piac egyensulyban van. £z az
egyensulyi ar egy bizonyos értelemben stabil, ha lim__p(t)=p,, vagyis az &r minden hely-
zetbdél az egyensulyi ar felé tart, ami pontosan akkor kévetkezik be, ha dD/dp-dS/dp<0,
azaz példaul a keresleti figgvény negativ, a kindlati figgvény pedig pozitiv meredekségu
az egyensuly kérnyezetében'”. Ez utdbbi tulajdonsdg statikus megkdzelitésben is ellen-
érizhetd.

A konyvet lapozgatva az a benyomdsunk tdmadhat, hogy egy matematikai kézi-
konyvvel van dolgunk, bar a szerzé rengeteg kézgazdasagi példat mutat be az eszkdztar
alkalmazésara. Ezek a példak toébb olyan elmélet alapjaul is szolgaltak, mint a staciondrius
novekedéselmélet, a nemzetkdzi kereskedelem, az ordindlis hasznossag, és a joléti kdzgaz-
dasdgtan matematikai elméletei.

Az Egyesiilt Allamokban a XX. szazad elsé harmadaban viszonylag kevesen alkal-
maztak kvantitativ modszereket a kdzgazdasagtan tertletén. A nagy gazdasagi vilagvélsag
kordban is inkdbb a keynesi tipusu elméletek gazdasagpolitikai konzekvencidinak és meg-
valdsithatdsdganak vizsgalata dominalt. Kivétel ez aldl Irving Fisher, aki akkoriban talan az
egyetlen nemzetkdzi hird, befolydsos amerikai kdzgazdaszként, néhany matematikdban
jartas kollégdjaval, mar 1912-ben prébalkozott egy matematikai tipusu kdzgazdaségtant
muveld kutatdcsoport létrehozaséval. Tervitk azonban érdeklédés hidnydban kudarcba
fulladt. Tobbek kozott ez is hozzdjarult ahhoz a szkepticizmushoz, amivel Fisher késébb
az Okonometriai Tarsasag (Econometric Society) megalapitasat fogadta, amikor az &sztén-
dijjal Amerikdban tartdzkodo — késébb elséként kdzgazdasagi Nobel-dijjal jutalmazott —
Ragnar Frisch norvég kézgazdasz és Charles Roos matematikus felvetették neki az dtletet a

12 Mindez beldthaté a dinamikus rendszer egyensulyi pont kordli linearizaldsaval.
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tdmogatasat kérve. A két fiatal tudds egyetértett abban, hogy a kdzgazdasagtant, a mate-
matikat és a statisztikat kozeliteni kellene egymdéshoz egy Uj, ,6konometridnak” nevezett
tudomanyterilet égisze alatt, és ehhez a programhoz szamos potenciélisan megnyerheté
kutatd nevét gyjtotték dssze Eurdpabdl és Amerikdbol egyarant, amivel végul sikerllt
elnyernitik Fisher tamogatasat. A nemzetkdzinek szant Okonometriai Tarsasag végil 1930-
ban alakult meg, azonban az igazi attorést az jelentette, amikor Alfred Cowles (1891-1984),
egy sikeres Uzletember megalapftotta a térsasdggal szorosan 6sszefonddd Cowles Bizott-
sagot (Cowles Comission) — jelentés anyagi tdmogatast nyUjtva ezzel a testllet &ltal vég-
zett kutatdsokhoz.

Cowles eredetileg a tézsdei elérejelzésekkel vald elégedetlensége miatt kezdett
érdeklédni a kbzgazdasagi elmélet és a matematikai-statisztikai modszerek kapcsolata
irdnt, azonban személyes ismeretségei révén hamar meggyézédott arrdl, hogy a prob-
léma sokkal kiterjedtebb annal, mint azt eredetileg gondolta — rdadasul a frissen megala-
kult Tarsasag torekvéseinek tdmogatéasaval joval magasabb rendi célokat is szolgélhat.

Az Uzletember finanszirozta a testilet mai napig meghatérozé jelentéségli Econometrica
cimUi folydiratanak kiadésat, és lehetévé tette, hogy szamos eurdpai tudds — akik kozul
néhanynak a kozelgé hdbord miatt ez létkérdéssé is valt — Amerikaban folytassa kutata-
sait. A Cowles Bizottsag jelentéségét nehéz tulbecstlni. A kivétel nélkul prominens sze-
mélyiségekbd| 4ll6 szakmai vezetStestilet meghivéséra érkezett az Egyeslt Allamokba
Wald és szdmos kutatd az LSE-rél. A Bizottsdg megbecsultsége lehetévé tette a tagjai sza-
mara, hogy az amerikai tudomanyos élet neves elméleti és alkalmazott kutatdsokat végzd
szakembereivel folyamatos konzultaciét folytassanak; az anyagi tdmogatas révén pedig
sajat szemindriumokat szerveztek, amelyek soran tdbb kdzgazdasz komoly matematikai
és statisztikai képzettségre tehetett szert. A Cowles Bizottsag tevékenységének koszonhe-
téen tobb késébbi Nobel-dijas eltdltodtt hosszabb vagy révidebb idét a testlletben, koz-
tik Kenneth Arrow és Gérard Debreu, az ltaldnos egyensulyelmélet meghatarozo alak-
jai, valamint Tjalling Koopmans (1910-1985), aki tobbszér is betdltotte a kutatési igazga-
téi posztot, kijelolve ezzel a f6 kutatési iranyokat, amelyek hatalmas Iépéseket jelentettek
a matematikai kbzgazdasagtan alakuldséban. A mai napig mUikddé Bizottsdgnal dolgozd
kutatok az dltaldnos egyensuly problémain kivil dkonometriai kérdésekkel, a fogyasztas-
és termeléselmélet, valamint a joléti kdzgazdasdgtan matematizalasaval, ndvekedéselmé-
lettel és egyéb makrookondmiai kérdésekkel, vagyis a matematikai kdzgazdasagtan sszes
tertletével foglalkoztak és foglalkoznak.

Koopmans eredetileg matematikat és fizikdt tanult sztiléhazajaban, Hollandidban,
és mint a tarsadalmi problémak irdnt érzékeny és az emberi kapcsolatok elemzésére fogé-
kony természettudds, nagy drommel csatlakozott ahhoz a Jan Tinbergen &ltal vezetett
csoporthoz, amely egy formalddd tudomany, a matematikai kdzgazdasagtan tertletén



végzett kutatdsokat. Tinbergen mellett eleinte 6konometriai kutatdsokat végzett Genf-
ben a Nemzetek Ligajanal, majd a vildghaboru eldl csalddjaval egytitt az Egyesilt Alla-
mokba menekilt 1940-ben. Ott elészor teherhajok optimdlis hasznositasaval foglalko-
zott, ami megteremtette az alapot szamara ahhoz, hogy kidolgozza a szallitési problémak,
majd késébb —a Cowles Bizottsdgnal kollégdival egylitt — a termelés és elosztas altala-
nos matematikai elméletét. Tudomanyszervezd tevékenysége is igen jelentés volt e terdle-
ten, ami taldn abban az 1949-es konferencidban csucsosodott ki, amelyhez kapcsoléddan
tanulmanykétet jelent meg A termelési és elosztdsi tevékenység elemzésérdl cimen 1951-ben
Koopmans szerkesztésében (Koopmans 1951).

A konferencidn kdzgazdaszokon, matematikusokon és statisztikusokon kivil a kor-
manyzati szervek és az amerikai hadsereg képvisel&i is részt vettek. Az amerikai légieré-
nek végzett kutatdsokhoz kapcsolddott ugyanis a téma egyik igen Iényeges eleme, az
els¢sorban George Dantzig és Marshall Wood nevéhez kétheté operdcidkutatas-elmélet
és a programozasi algoritmusok, tébbek kozott a szimplex modszer kidolgozasa. Az élta-
lanos ,programozas” — amely felfogasukban ,egy olyan tevékenységsorozat-tervet jelent,
amelynek segitségével egy gazdasag, intézmény, vagy mas tevékenységkomplexum egy
meghatdrozott dllapotbdl eljuthat egy masik dllapotba” (Koopmans 1951: 15) — matema-
tikai hatterének kidolgozasahoz, kulondsen a dualitdselmélethez Neumann Janos is hoz-
zajarult, aki szintén kozel allt ebben az idében a katonai alkalmazasokhoz. Koopmans ezt
az explicit médon kézgazdasagi (vagy katonai) motivaciobdl szarmazd matematikai elmé-
letet igyekezett integralni (1) az dltalanos egyensulyelmélet terlletén elért bécsi eredmé-
nyekkel, kiilonos tekintettel a Neumann-modellre; (2) a termelés linedris strukturajat meg-
ragado és statisztikai adatokkal jol feltolthetd Leontief-féle input-output modellekkel; és
(3) a szocialista tervgazdasdg ihlette kalkulacios vita kapcsan kidolgozott Lange-Lerner-
féle tervezési elmélettel a ,tevékenységelemzés” dltaldnos elméletének égisze alatt.

A szintézisre torekvés természetes része volt Koopmans szdméra, hogy a termelési
fliggvények ,mogé nézzen’, és axiomatizalja ezzel a termelés elméletét. A Neumann-
modell struktdrajahoz hasonléan azy (n=1, ..., N) netto kibocsatést k darab, g, egydttha-
toval jellemzett tevékenység segftségével eldallithatonak feltételezte. Ha x,-val jeloljik az
egyes tevékenységek alkalmazasi szintjét és az a,, egyUtthatokbol képezzik az A matrixot,
valamint a kibocsatasi mennyiségekbdl és az alkalmazasi szintekbdl rendre az y és x vekto-
rokat, Ugy az R jészagtérben egy y kibocsatasi pont akkor nevezheté megvalosithatdnak,
ha létezik olyan x, amelyre y=Ax és x>0. Ebben a rendszerben tobb olyan tovabbi meg-
szoritds is megfogalmazhatd, mint a technolégidk irreverzibilitésanak feltétele” vagy az

13 Nem létezik olyan x, amelyre y=Ax=0, x>0.
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ugynevezett ,nincsen ingyen ebéd” feltétel,* amely kimondja, hogy semmit nem termel-
hetlink anélkil, hogy valamit fel ne hasznalnank. Ezek a megszoritasok gyakorlatilag mind
félterek metszeteit hatdrozzék meg, tehat a tovabbi elemzés olyan konvex kipok elmé-
letére épit, amelyben a tamaszté hipersikok kiemelked&en fontos szerepet jatszanak, és
amely egy bizonyos felfogasban altaldnosabbnak tekinthetd, mint az addig rendszeresen
alkalmazott hagyomanyos fliggvénytan. Ezzel végleg elfoglalta domindns helyét a Neu-
mann &ltal bevezetett konvex analizis a matematikai kdzgazdasagtan eszkdztaraban.

KOZJATEK: A JATEKELMELET SZULETESE

A jatékelméletre — amely olyan konfliktusszitudcidk elemzésével foglalkozik, ahol a szerep-
|6knek lehetésége van valamiféle stratégiai interakcidra — sokan gy tekintenek, mint a
matematika azon agéra, amelyet kifejezetten a kdzgazdasagi problémak kezelésére fejlesz-
tettek ki. Valdjaban ez a terllet tobbé-kevésbé elkilondlten alakult ki attél a hagyomany-
tél, amely a kdzgazdasdgtan matematizalodasanak féaramat meghatdrozta, és kialakulasa
utdn is viszonylag sok idének kellett eltelnie ahhoz, hogy a k6zgazdasagi elemzés szerves
részévé valjon.

A jatékok matematikai elemzése igen hosszi multra tekint vissza, és tulajdonképpen
egyidds a véletlen matematikdjaval. A késébb valdszinlség-szamitasnak nevezett diszcip-
lina kezdeteit a XVI-XVII. szazadra szokas visszavezetni, amelynek vezéralakjai, Girolamo
Cardano, Blaise Pascal és Pierre Fermat, a természettudomanyok térténetének meghata-
rozé figurdi szinte kizarélag kullonbozé szerencsejatékokban felmerdilé problémak kap-
csan foglalkoztak a témdval. A valdszinliség” kifejezés bevezetését Jacob Bernoullinak
tulajdonitjak, aki annak a szdmnak a jeldlésére hasznélta a terminus technicust, amelyet
egy kisérletet minél tobbszor elvégezve egy bizonyos esemény bekdvetkezésének relativ
gyakorisaga egyre inkdbb megkdzelit. Ebben a megkozelitésben a véletlen” tulajdonkép-
pen azoknak a tényezéknek az 6sszességét jelenti, amelyeket nem tudunk vagy nem aka-
runk figyelembe venni, éppen ezért a tudomdanyok determinisztikus gépezetében sokaig
nem is kapott semmiféle szerepet. Egyetlen kivételt ez alol csak az empirikus megfigye-
lések képeztek, amelyeknél viszont akér természettudomanyos kisérletekben, akdr orvosi
vagy gazdasdagi statisztikak készftésénél gyakran alkalmaztak ezt a megkdzelitést a ,zavard
tényezdk” kezelésére. A diszciplina azonban jelentds dtalakuldson ment keresztil az
évek soradn, amelyben olyan nagy formdtumu matematikusok vettek részt, mint Thomas
Bayes, Pierre Simon de Laplace, Carl Friedrich Gauss, Pafnutyij Lvovics Csebisev, Andrej
Andrejevics Markov vagy Alexandr Mihajlovics Ljapunov, viszont a valésziniség Andrej

14 Nem |étezik olyan x, amelyre y=Ax>0, x=0.



Kolmogorov-féle axiomatizdldsa csak 1933-ban tértént meg. A szintén XX. szazad elején
kialakulé mértékelmélettel vald kapcsolatanak tisztdzésa pedig még késébbre tehetd.

A természettudomanyokban az evolucidelmélet, de még inkabb a statisztikus fizika
és a kvantummechanika megjelenésével nyert polgarjogot a valészinliség fogalma a
XIX. szdzad végén — XX. szazad elején, amelyben a véletlent mar a tudomanyos elmélet
inherens részeként fogtak fel, szamos filozéfiai vitat gerjesztve ezzel a valdszinUség értel-
mezésével kapcsolatban. A tarsadalomtudomanyok determinisztikus modelljeiben is
addig szinte kizérolag a tapasztalati adatok kezelésekor hasznalt statisztikai elemzésekben
alkalmaztak.

A modern értelemben vett jdtéktél elvalaszthatatlan stratégidk fogalmanak megje-
lenését sokan felfedezni vélik mar akar XVIIl. szdzadi munkakban is, azonban az elsé mate-
matikai tétel bizonyftasa ezen a terlleten Ernst Zermelo német matematikus, a halmaz-
elmélet axiomatizéldsanak egyik vezéralakja nevéhez flizédik 1913-bdl. Zermelo a sakk-
jaték elemzése kapcsan vetette fel a kérdést, hogy hogyan lehetne pontos matemati-
kai forméban megfogalmazni a ,nyerés’, illetve a ,nyerd pozicid” jelenségét egy mai érte-
lemben vett tokéletes informacids jatékban, illetve nyerd poziciobdl hany [épésben lehet
kikényszeriteni a gyézelmet. Zermelo eredményeit az 1920-as években Kénig Dénes és
Kalmar LaszIlo dltaldnositottdk; a kevert stratégidkon alapuld egyensuly® és ezen keresz-
tll a valdszinlség fogalmanak jatékelméletbe vald bevezetése Emile Borel francia mate-
matikus nevéhez fliz6dik. Borel a kétszemélyes, hdrom, vagy ot lehetséges stratégidt meg-
engedd jatékok elemzésekor jutott erre az eredményre, amelyet azzal a sejtéssel egészi-
tett ki, hogy 6tnél tobb stratégia esetén valoszinlleg nem létezik megoldas. A nagy len-
gyel matematikustrié (Banach, Ulam és Steinhaus) harmadik tagja, a matematika tarsada-
lomtudomanyi és bioldgiai alkalmazasai irdnt valé erbteljes érdeklédése révén, szintén tett
eréfeszitéseket a kartyajatékok, a sakk és bizonyos hajézasi problémak kdzos pontos mate-
matikai modelljének megfogalmazaséara 1925-ben, ahol az egyik szerepld legjobb dontése
fligg a mésik szerepld dontéseitdl.

A sok korai kutatés ellenére azonban a jatékelmélet legfontosabb alapkovének Neu-
mann Janos 1928-as cikkét (Neumann 1928) szokas tekinteni, amely a hires minimax tételt
tartalmazza kétszemélyes zérusosszegl jatékok esetére. Ebben a tanulmanyban a szerzé
— Boreltél fuggetlentl - beldtja, hogy kevert stratégidk alkalmazésa esetén, ha véges sok
tiszta stratégia lehetséges, akkor minden ilyen jatékhoz tartozik egy minden jatékos sza-
maéra individudlisan racionalis kifizetési vektor. A megoldas létezésének belatdsdhoz
Brouwer fixponttételét hasznalja. A mar targyalt késébbi tanulmanyaban explicit médon
utal is a nyeregpontstruktira azonossagara, amelynek hétterében a fixpont matematikai
fogalma all.

15  Ekkor a jatékosok minden egyes stratégiat csak bizonyos valészintséggel valasztanak.
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Hogy honnan szérmazik Neumann érdeklédése a téma irdnt, ismét egy homalyos
pont a Neumann-életmben. Annyi bizonyos, hogy a Hilbert-programmal ¢sszevag egy
ilyen irdnyu matematizélt, axiomatikus felépités( tarsadalomtudomanyi alapvetés, vala-
mint, hogy tdbb mint 10 évvel késébb, amikor Princetonban Oskar Morgensternnel talal-
kozott, még mindig foglalkoztatta a téma. Akkor éppen a jatékelmélethez kapcsolddod
munkait készUlt rendszerezni, felhaszndlva néhany azota szlletett sajat és masoktdl szar-
mazé eredményt. Addigra mar 1938-ban Borel tanitvanya, Jean Ville, mestere munkai-
bol kiindulva elemi (nem topoldgiai) eszkdzokkel is bizonyitotta a minimax tételt, azonban
Neumann szamadra tovabbra is killondsen fontos maradt a nyeregpont, fixpont és konve-
xitds mély matematikai strukturaja koré csoportosithatd tudomanyos problémak jellegé-
nek feltarasa.

Oskar Morgenstern (1902-1977) az osztrak iskola hagyomanyain nevelkedett bécsi
kozgazdasz volt, aki részt vett ugyan mind a Bécsi Kor, mind a Menger-féle matemati-
kai kollokvium 6sszejovetelein, azonban sem filozdfus, sem matematikus nem lévén,
mindenhol csak egyfajta kiviilallé szerepét tsltdtte be. [gy maradt ez Princetonban s,
ahova késébb meghivast kapott, amikor a hdbord miatt elhagyni kényszerilt haza-
jat. A bécsi dsszejovetelek hatdsara fontosnak tartotta érvényesiteni a matematikai szi-
gort és az Uj pozitivista logikat a kdzgazdasagtanban, azonban alapvetden tévesnek tar-
totta azt az irdnyvonalat, amit Hicks és az amerikai matematikus-kdzgazdaszok képviseltek.
Morgenstern kdzgazdasagi nézetei hangsulyozottan egy éltaldnosabb tarsadalomelmé-
let részeként jelentek meg, amelyben az individudlis déntések mellett kulcsszerepet kap-
tak a térsas interakciok is. Nézete szerint az egyének dontési ,maximai” kétfélék lehetnek:
(1) korldtozatlanok, amelyek esetén a dontés kimenetele figgetlen a tarsadalom tobbi tag-
janak dontésétdl, és (2) korldtozottak, ahol az egyéni déntés kimeneteleinek korlatot szab
a tobbi szereplé dontése. Egy a pozitivizmus szellemében jé elérejelzésekre képes kdz-
gazdasagi elmélet szerinte nem hagyhatja figyelmen kivil a korldtozott maximakat, mint
ahogy azt a kortdrs elméletek tették. Igen fontos szerepet tulajdonitott Morgenstern a tar-
sadalmi intézményeknek, amelyek egyrészt szintén korlatozzék az egyéni lehetéségeket,
meghatarozva ezzel a dontési mechanizmusok lehetséges szabdlyait, masrészt ezek a kor-
latok gyakran képesek athidalni azokat az informaciéhidny okozta nehézségeket, amelyek-
kel a kortdrs elméletek eleve nem is szamoltak.

llyen kérilmények kozott taldlkozott a szintén Princetonban dolgozd Neumann
Janossal, amikor Eduard Cech cseh matematikus felhivta a figyelmét arra, hogy régi bécsi
ismerdse hasonld szemléletl matematikai elméleten dolgozott kordbban. Kettdjik kdzott
hamarosan szoros egylttmUkodés alakult ki, amely szenvedélyes német nyelven foly-
tatott eszmecserékben bontakozott ki, amelyeknek eléfordult, hogy a princetoni tudo-
manyos élet mas Eurépabdl kivandorolt tagjai, példaul Albert Einstein vagy Niels Bohr is



részesei voltak. Morgenstern ,égi ajandéknak” tekintette Neumannt, aki készen hozta sza-
mara azt a tipusu matematikai szigort, amit & maga képzettsége hijan, sajat bevalldsa sze-
rint képtelen lett volna elméletében megvaldsitani. Neumann, megismerve Morgenstern
kritikdjat, azt ajanlotta, hogy kdzosen irjanak cikket, amelyben a jatékelmélet kbzgazdasagi
vonzatait Morgenstern szellemében mutatjak be. A cikk tervébdl hamarosan cikksorozat,
majd egy tobb mint 600 oldalas kényv lett (Neumann és Morgenstern [1944] 2004), mely-
nek kézirata 1943-ban készult el.

A monumentdlis mU azon tul, hogy a jaték fogalmanak elsé igazi axiomatikus meg-
fogalmazésat adja, 6sszefoglalja a jatékelmélet terliletén addig szlletett Osszes ered-
ményt, részletesen targyalja a zérusdsszegU és nem zérusosszegU jatékok egyensulyanak
problémajat az egzisztenciatétel bizonyitasaval egyutt, valamint mindezekre kdzgazdasagi
alkalmazésokat is bemutat, azaz szamos olyan Ujdonsagot is tartalmaz, amely a matemati-
kai kdzgazdasagtan alakuldsdban késébb igen fontos szerepet jatszott. Ezek kozé tartozik a
konvex halmazok euklideszi térbeli geometridjanak részletes 6sszefoglald targyaldsa, bele-
értve a matrixreprezentaciéval valo kapcsolatat és a linedris programozas elméletében
késébb kulcsszerepet jatszd dualitdsi Osszefliggéseket. Ebben a kdnyvben tlnik fel a Neu-
mann-Morgenstern-féle varhatd hasznossag koncepcioja is, amely eredeti szandék szerint
a hasznossag mérhetetlen fogalmanak elsé numerikus reprezentacidjat igyekezett meg-
adni axiomatikus formdban, beépitve ezzel a bizonytalansag koncepciojat a hasznossag-
elméletbe. A szerzék felvdzoltdk egy kooperativ jatékelmélet alapvonalait is — ahol a jaték
szerepldi koaliciéra léphetnek egyméssal, ha ebbdl magasabb kifizetésik szarmazik — amely
a jatékelméletnek késdébb kuldn kutatdsi terlletévé valt.

A konyv fogadtatésa igen pozitiv volt annak ellenére, hogy a két szerz6 a kortars
elméletektél meglehetésen idegen alapokra épitett. Bar a jatékelmélet terlletén a konyv
megjelenését kdvetden jelentds fejlédés ment végbe, ami késébb éridsi hatast gyako-
rolt a kdzgazdasédgtan alakuldséra — amint ez tobb Nobel-dij (John F. Nash, Harsanyi Janos,
Robert J. Aumann, Thomas C. Schelling) kiosztédsanak formajaban hivatalosan is elisme-
résre kerlt -, ahhoz azonban, hogy a stratégiai interakciok elemzésének szemléletmaodija
bekeruljon a matematikai kdzgazdasagtan féaramaba, még kozel hisz évig varni kellett.

Nash 1950-ben megjelent kevesebb mint egy oldal terjedelm tanulmanya (Nash
1950), amelyben definidlja a hires Nash-egyensuly koncepciéjat — a stratégidk egy olyan
n elemU vektoraként, amelynek minden eleme az adott szereplé optimalis stratégia-
jat tartalmazza, feltéve, hogy az 6sszes tébbi szereplé egyensulyi stratégiat kovet —, vala-
mint bizonyitja az egyensuly |étezését a kevert stratégidk lehetésége esetén n-szereplds
jatékokra, egyrészt szinte minden késébbi nemkooperativ jatékelméleti munka kiindu-
|6pontjdnak tekinthetd, masrészt az dltaldnos egyensulyelmélet felé is ez a tanulmany
teremtette meg a kdzvetlen kapcsolatot. A cikkben Nash tulajdonképpen Neumann
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kétszemélyes zérusosszegU jatékokra vonatkozd tételét dltaldnositotta n szereplé esetére,
az eszkdz pedig, amit a bizonyitdsban felhasznal, nem mas, mint Kakutani fixponttétele,
amely, mint azt mér emlitettik, szintén Neumann fixponttételének egyszerUsitett, tovabb-
fejlesztett véltozata, ezért is tartjak Neumann két kordbbi munkajat (Neumann 1928, 1938)
a matematikai kdzgazdasagtan donté fontossagu mérfoldkdveinek. Maga Neumann
egyes forrasok szerint nem becstlte tul sokra a Nash-féle altaldnositast, és levelezésében
Samuelson kdnyvérdl is fenntartdsokkal nyilatkozott, ami taldn annak kdszonheté, hogy

a nemkooperativ megkozelitést, amely éppen a stratégiai interakciok Iényegét hagyja
figyelmen kivil, és amely a matematikai kdzgazdasagtan kortérs irdnyzataiban igencsak
dominalt, alapvetéen tévesnek tartotta.® Ezt a véleményét azonban Morgensternen kivil
akkoriban még kevesen osztottak.

EGY KORSZAK VEGET ER

A Cowles Bizottsagnal a termelés elméletének szintézisén kivil fontos kutatasi terdilet volt
a joléti problémak matematikai elemzése, és ezzel 6sszefliggésben a fogyasztasi eimélet
altaldnositasa és axiomatizaldsa. Edgeworth és Pareto munkainak megjelenése dta tobben
is foglalkoztak ezzel a kérdéssel, és ez volt az a probléma, amely 6sszehozta az altalanos
egyensulyelmélet lezarasédnak két vezéralakjat, Kenneth Arrow-t és Gérard Debreu-t is.

Kenneth Joseph Arrow (1921-) New Yorkban nétt fel, és f& érdeklédési tertiletének
megfeleléen matematikat is ebben a varosban kezdett tanulni eleinte a City College-ban,
majd a Columbia Egyetemen azzal a szdndékkal, hogy késébb matematikai statisztika-
val akar foglalkozni. Az egyetemen sajat elmondasa szerint (idézi Weintraub 1983) arra
lett figyelmes, hogy matematikai statisztikdval igazabol csak két ember foglalkozik, egy
kézgazdasz (Harold Hotelling), valamint egy kiilsé szténdijas asszisztense (Wald Abra-
ham). Csupén emiatt felvette Hotelling egyik matematikai kdzgazdasagtan kurzusat, ami
doénts fordulatot jelentett életében. Mér az egyetem alatt megismerkedett Hicks Erték és
t6ke (1978) cimU kdnyvével, valamint az dltaldnos egyensuly egzisztencidjanak megoldat-
lan problémajaval, amelyrél meglep&dve hallotta, hogy az egyik legfontosabb eredmény
ezzel a témaval kapcsolatban éppen Waldtél szarmazik. Wald azonban nem nagyon biz-
tatta 6t, amikor az ltaldnositas lehetéségeirdl faggatta, mondvén, hogy a probléma tul
bonyolult, és nem sok eredménnyel kecsegtet. Arrow 1942-1946-ig a légieré meteorold-
giai részlegénél szolgalt, majd 1947-ben kertlt a Cowles Bizottsdghoz, ahonnan 1949-ben
tdvozott, és a Stanford Egyetemen kapott allast.

16 Azigazsdghoz hozza tartozik, hogy Nash (1950, 1953) is megfogalmazott egy kooperativ jaték-
nak tekinthetd alkumodellt, azonban abban a megoldés Iétezését egy nemkooperativ jatékbol

vezette le mas irdnyvonalat kovetve, mint a Neumann-Morgenstern-féle hasznossagatruhazasi technika.



A Bizottsdgnal, majd Stanfordban elséként a joléti kozgazdaségtan alapételeivel,
azaz a versenyzdéi egyensuly és a Pareto-hatékonysag kapcsolatdval foglalkozott. A joléti
kdzgazdasagi problémak irdnti érdeklédése késdbb is megmaradt, ennek kdszonhetd
masik nevezetes eredménye, PhD kutatdsi témdja, a preferencidk aggregalasara vonat-
kozd Arrow-féle lehetetlenségi tétel (Arrow 1951) is. Arrow kutatésai ezenkivil kiterjedtek a
bizonytalansag kdzgazdaségtandara, a technikai haladas, a gazdasagi névekedés és szamos
mas probléma vizsgélatara.

Ajoléti kozgazdasagtan tételeivel — amelyek szerint egyrészt minden versenyzdi
egyensuly Pareto-hatékony allapot, masrészt minden Pareto-hatékony allapot lehet bizo-
nyos feltételek teljestilése esetén versenyzéi egyensuly — kapcsolatban addig rendelke-
zésre 4ll6 eredmények az egyensulybeli egyéni optimumok elsérendd feltételeire épitet-
tek. Mivel ugyanis egyéni optimum esetén a helyettesitési hatarratdk mind megegyez-
nek a koltségvetési egyenes meredekségével, ezért egymassal is megegyeznek, tehat az
Edgeworth 4ltal bevezetett szerzédési gorbén vagyunk, amely a Pareto-hatékony pon-
tokat koti 6ssze. Arrow érezte, hogy a differencidlhatdsagra éptilé feltételek egyrészt tul
erések, masrészt csak lokdlisan érvényesek, ezért egy joval dltaldnosabb, konvex halma-
zok elméletére épiilé megoldast keresett — hivatkozva Neumann, Koopmans, Wood és
Dantzig ezen a terlleten végzett munkassagdra — amely sarokmegoldasok és telitheté
preferencidk esetén is mdkodik. Arrow a transzformacios halmazbeli elosztésokat vizs-
gdlta, és a konvex halmazok szepardlo hipersikjainak (Banach—Hahn) tételét felhasznélva
belatta, hogy egyrészt az egyensulyi elosztédsok Pareto-hatékonyak, masrészt pedig, hogy
az egyensulyi elosztasok megfelelé konvex halmazanak tdmaszté hipersikja olyan arvek-
torokat generdl, amelyek a keresletet és a kindlatot egyenlévé teszik, azaz piactisztitd arak.
Az dltaldnos egyensuly hatékonysdgahoz persze szorosan kapcsolédott harom masik kér-
dés: az egyensuly létezése, egyértelmiisége és stabilitdsa. 1951-ben az elsé probléma
megoldasan dolgozott, amikor értesilt réla, hogy Chicagdban a Cowlesnal Gérard Debreu
is hasonlo kérdésekkel foglalkozik.

Gérard Debreu (1921-2004) szintén matematikai tanulmanyokat folytatott, miel6tt a
kdzgazdasagtan teriletére tévedt, azonban palyafutdsat egészen mas hagyoményok vezé-
relték. Franciaorszagban szlletett, kdzépiskolai és egyetemi tanulmanyait is ott végezte —
a masodik vildighaborunak és Franciaorszég feldaraboldsanak készénhetéen — tobb kilon-
b6z6 varosban. Sajét bevalldsa szerint az a néhany év volt tanulmdnyaiban a meghatarozd,
amit a német megszallas alatt tartott Parizs nagyhir( intézményében, az Ecole Normale
Supérieure-ben” télthetett. A legnagyobb hatést Henri Cartan, hires francia matematikus
Ordi gyakoroltak rd, aki a nevezetes Bourbaki-csoport egyik alapitéja volt. A csoport tagjai

17 Ezazazintézmény, ahovd Walrast annak idején nem vették fel, allitdlagosan matematikai isme-

reteinek hianyossaga miatt.
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a matematika klasszikus tertleteinek szigoru logikai és fogalmi tisztazasat tlizték ki célul,
majd az eredményeket ,Nicolas Bourbaki” dInéven egy olyan kényvsorozatban tervez-
ték megjelentetni, amelynek szigoru logikai rendbe szedett és preciz szimbdlumrendszert
hasznélé definicioi és tételei az egészen éltaldnostol haladnak a specidlis felé. A mai napig
mUkodd csoport valdban szamos konyvet jelentetett meg, amelyek a modern matema-
tika torténetének fontos épitékdvei. Debreu életmUvében a ,Bourbaki-szemléletmod”
mindvégig meghatdrozé maradt.

Az egyetem befejeztével 1946-48-ig Debreu egy tudoményos kutatdintézetben
dolgozott, és ez alatt az idészak alatt fordult érdeklédése a kdzgazdasagtan felé. Ebben
nagy szerepet jatszott a késébb Nobel-dfjjal jutalmazott Maurice Allais (1911-) konyve
(Allais 1943), amely az altaldnos egyensuly egy sajatos médon formalizalt modelljét és a
joléti tételeknek egy az amerikai irodalomtdl eltéré megfogalmazasat, valamint az opti-
mum masodrend feltételeire épité bizonyitasat tartalmazza.”®

1948-ban Debreu elnyerte a Rockefeller-6sztondijat, amely lehetévé tette sza-
mara, hogy néhany hénapot a Harvard, a Berkeley és a Columbia Egyetemen, valamint a
Cowles Bizottsagnal, majd Uppsaldban és Ragnar Frisch mellett Osloban téltson. Ezen az
uton olyan kézgazdasagi ismeretekkel gyarapodott, amelyeket a matematikdban ugyan
kiemelked&en magas szinvonalat nyujté, de a matematikai kdzgazdasagtan sodrévonald-
bol kiszoruld Franciaorszagban nem kaphatott volna meg. 1950-ben a Cowles Bizottsédg
kutatoiallas-ajanlatat elfogadva az Egyestilt Allamokban folytatta tevékenységét.

Debreu elsé Cowles-tanulmanyéban feltarta a fogyasztas és — a koopmansi rend-
szert felhasznélva — termelés halmazelméleti strukturajat annak érdekében, hogy a ver-
senyz6i egyensuly definicidjat halmazelméleti alapfogalmakkal ragadhassa meg, majd
beldssa az ily modon definidlt egyensuly Pareto-hatékonysagat. A fogyasztashoz kap-
csolodd kérdések hatterében allé matematikai problémak tisztazasat késébb is folytatta.
Ennek a kutatdsnak taldn a legfontosabb eredménye az el6szor 1954-ben publikélt hires
reprezentdcios tétel (Debreu 1954), amely kimondja, hogy minden reflexiv, tranzitiv, tel-
jes és folytonos preferenciarelacié reprezentélhaté folytonos valds hasznosségi index-
fuggvénnyel. A tétel végleg tisztazta a nehezen kezelhetd binéris preferenciarendezé-

18  Allais Pareto-hatékonysag helyett a ,maximalis gazdasagi hatékonysag” fogalmat hasznalta, de
fogalomhasznélatarél, modszereirdl és céljairdl dltalaban is elmondhatd, hogy nagymértékben eltér-
nek mind az angolszadsz, mind a német nyelv({ irodalomban alkalmazottél. Raadasul igen kemény
birdlatokat is megfogalmazott az altaldnos egyensulyelmélet standard irodalméaval, konkrétan
Debreu-vel és Samuelsonnal szemben (példéaul a termelési halmazok konvexitdséra vonatkozo felté-
teleket egyenesen irredlisnak tartja), ezért a Nobel-dijat odaitélé bizottsdg dontését sokan megleps-
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sek és a matematikai szempontbdl kellemes tulajdonsagokkal rendelkez6 és jéI kezelhetd
hasznossagi indexfliggvények kapcsolatat.

1951-ben egymastol figgetlendl Arrow Kalifornidban és Debreu Chicagdban is az
altalanos egyensuly létezésének problémajan dolgozott abban az Uj szemléleti keret-
ben, amely a fogyasztés és termelés elméletének Ujrafogalmazasa utan mar rendelkezé-
sUkre &llt. Beszamoldjuk szerint (idézi Weintraub 1983) mindketten a nemkooperativ jaté-
kok Nash-féle koncepcidja, a fixponttételek és a konvex halmazok matematikdjanak egye-
sitésében l4ttak a megoldast. Arrow mar ismerte Wald egzisztenciatételeit, és abban is
valamiféle ,rejtett” fixpont koncepcidjat kereste, Debreu azonban nem, mivel a Wald téte-
leit Osszefoglald tanulmany angolul csak 1951 &szén jelent meg 1950-ben bekovetkezett
hirtelen haldlanak emlékére; a Neumann-modellt és Kakutani altaldnositott fixponttételét
viszont mindketten ismerték. Koopmans hivta fel Debreu figyelmét arra, hogy Arrow is
hasonlé probléman dolgozik, aminek kdszonhetden intenziv levelezésbe kezdtek 1952
elején, személyesen azonban csak joval késébb taldlkoztak. Egylttmuikodésik eredmé-
nye két tanulmany, amelyek kozil az elsét Debreu (Debreu 1952), a méasodikat kettéjik
(Arrow és Debreu 1954) neve alatt jegyzik. A kozos cikket 1952-ben olvastak fel el¢szor az
Okonometriai Tarsasag konferencijan, az elsé tanulmanyt pedig az Amerikai Tudomanyos
Akadémia (National Academy of Sciences) eredményei kozt vezette eld az akadémia egyik
tagja, aki nem volt mas, mint Neuman Janos.

A Debreu-féle cikkben a szerzé topoldgiai eszkozok segitségével altaldnositotta
Nash egyensulyfogalmét és egzisztenciatételét egy ,éltaldnos tarsadalmi rendszerre” olyan
forméban, hogy a szerepldk éltal valaszthatd ,akciok” halmazatdl csak azt kovetelte meg,
hogy ne Ures, konvex, korlatos és zart halmazok legyenek, valamint tett néhdny tovabbi
megkotést a kifizetési figgvényekre vonatkozoan, amelyek a tobbi szereplé akcioitol is
fligghetnek. Megmutatta azt is, hogy annak a leképezésnek, amely minden szereplé ese-
tében a tébbi szerepld egyensulyi vélasztasaira adott valaszként megadja azokat az akci-
oOkat, amelyek az adott szereplé kifizetését maximalizaljék, létezik fixpontja, azaz létezik a
nashi értelemben vett egyensuly.”

Az Arrow-Debreu-féle cikkben a szerzék két egzisztenciatételt bizonyitanak, ame-
lyek kdzUl az elsd szigorubb feltételek mellett érvényesul. Az elsé esetben a kdvetkezd
maoédon definidljdk gazdasadgi modelljiket, amelyben n darab termel®, m darab fogyasztd
és rdarab &ru van. A technoldgiai feltételeket a koopmansi séméval analdég modon, de a
linearitasi kikotések elhagyaséaval adjak meg: felteszik, hogy (F1) az egyes termelési egysé-
gek (vallalatok) lehetseges termelési terveinek (az n dimenzios euklideszi tér bizonyos y,

19 Mivel egy szereplének tobbféle optimdlis valasztasa lehet ugyanabban a helyzetben, ezért az
emlitett leképezés halmazértéky, tehdt a bizonyitas a Kakutani-féle fixponttétel feltételeinek teljesu-

[ésén mulik.
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vektorai) Y, halmazairdl, hogy konvex, zart halmazok, és tartalmazzak az origdt, azaz nem
novekvd a volumenhozadék, és a termeldegységek besziintethetik a termelést; (F2) az Y
aggregalt termelési halmazrél felteszik, hogy nem tartalmazza a pozitiv ortanst, azaz min-
den termelés igényel valamilyen felhasznalast; (F3) az aggregalt termelési tevékenységek
irreverzibilisek. A lehetséges egyéni fogyasztasok (m-dimenzids x; vektorok) X halmazatol
(F4) szintén megkdveteltek bizonyos konvexitési, zartsagi és korlatossagi tulajdonsdgokat,
az egyéni preferenciakat reprezentald u/(x) hasznossagi indexfiggvényektél pedig a (F5)
folytonossagot, a (F6) monotonitast (nincsen telitési pont) és a (F7) kdzombosségi fellle-
tek konvexitasat. Feltették tovabba, hogy (F8) a fogyasztok rendelkeznek ¢, indulokészle-
tekkel, amelyekbdl valé fogyasztas utdn még marad valamilyen mennyiség, amelyet aruba
bocsathatnak a piacon, illetve, hogy (F9) a véllalatok minden profitjat felosztjék a fogyasz-
tok kozott (az i-edik fogyaszto részesedését a j-edik vallalat profitjabol a, mutatja).

Ebben a gazdasagi rendszerben a (p*; x,*, ..., x_*y,* ....y,*) vektorok altalanos ver-
senyz6i egyensulyt alkotnak, ha

(1) az egyéni termelési vektorok adottnak vett drak melletti profitmaximalizaldsbol
szarmaznak;?

(2) azegyénifogyasztasi vektorok adottnak vett drak melletti haszonmaximalizalasbol
szarmaznak;?'

(3) valamennyi p* egyensulyi &r nemnegativ és csak a relativ drak szamitanak, tehat
az arak 6sszege egységnyire normalhaté;

(4) 06sszességében nem fogyasztanak tébbet, mint amennyi rendelkezésre &ll, és
teljestl a Walras-torvény.”

Arrow és Debreu megmutatték, hogy az F1-F9 feltételekkel definidlt gazdasagban
létezik a fenti értelemben vett egyensulyi pont, majd a szerintik ,irredlis”, pozitiv kész-
letekre vonatkozo (F8) feltételt némileg gyengitették a méasodik tételiikben, de mara
cikk elején ramutattak, hogy valamilyen ehhez hasonl¢ feltételre sziikség van az egyen-
suly létezéséhez. A bizonyitasban definidltak egy olyan Ugynevezett ,elvont gazdasagot”,
egy jatékot, amelyben a fogyasztokon és a termeldkon kivil van még egy absztrakt sze-
repld, akinek feladata az arak ,bedllitésa”, kifizetése pedig a tulkereslet értéke. Erre a jatékra

20 y* € Y maximalizdlja a p*y. szorzatot minden j esetén, mivel a negativ mennyiség( termelés
J J J

termelésitényezé-felhasznalast jelent

21 x* € X maximalizalja az u/(x) fuggvényta p'x, < p'(, + £ a,p’y; koltségvetési korlat figyelembe-
vételével, ahol az egyenlétlenség baloldalan a fogyasztasra forditott kiadasok, jobboldalédn pedig a
készletekbdl és a vallalati profitokbol valo részesedésbdl szarmazo jovedelmek dsszege szerepel

22 p*=206ésy p =1

23 Z‘xf—Z‘Ci*—ZJyj*SO és P*[Z‘Xi*{‘(f{]yﬂ:o



alkalmaztak Debreu tarsadalmi rendszerekre, mint jatékokra vonatkozé egzisztenciatéte-
lét, és megmutattédk, hogy a jaték egyensulyi pontjai a versenyzéi egyensuly minden tulaj-
donsagaval rendelkeznek.

Arrow és Debreu munkajatél fliggetlenul, de velik nagyjébol egy idében Lionel
McKenzie (1919-) szintén kidolgozott egy altaldnos egyensulyi egzisztenciabizonyitast
egy vildgkereskedelmi modellben (McKenzie 1954), amelyet ugyanazon a konferencian
mutattak be el&szor, amelyen az Arrow-Debreu-modellt, és amelynek a strukturaja is igen
szoros kapcsolatban 4llt azzal. Emiatt gyakran beszélnek Arrow-Debreu-McKenzie-féle
modellrél is az dltaldnos egyensuly kapcsan.

McKenzie kdzgazdasznak tanult Princetonban, és bar hallott Neumann modelljé-
rél, amit maga a szerzé mutatott be gradualis didkoknak, matematikai el6képzettség hijan
akkoriban sokkal inkdbb Morgenstern, valamint a nemzetkézi kereskedelemmel foglal-
kozé Frank Graham el¢adésai tettek rd mély benyomést. Késébb a haboru utadn Oxford-
ban tanult Hicks mellett, majd a Duke Egyetemre kertlt 1947-ben. Ott hallott Koopmans
tevékenységelemzési modelljérdl, és azonnal latta, hogy ahhoz hasonloét szeretne & is lét-
rehozni Graham kulkereskedelmi modelljének feltételrendszerében. Jelentkezett a Cowles
Bizottsdghoz, és eqgy teljes évet toltott Chicagdban. Ez alatt az egy év alatt emeltszint(
matematikat tanult, és megismerkedett az altalanos egyensulyelmélet irodalmaval, bele-
értve Wald és Neumann munkait is.

McKenzie el6szér a munkamegosztds és a hatékonysag kérdését vizsgalta egy olyan
tipusu Graham ihlette vildgkereskedelmi modellben, amely Koopmans tevékenységelem-
zési keretrendszerében irodott, és amelyben a vallalatok helyett az egyes orszagokat sze-
repeltette. 1951-ben, visszatérve a Duke-ra, mar az egzisztencia problémaja foglalkoz-
tatta. Az dltala modositott Graham-modellben a termelési lehetéségek hatdra és a ,tar-
sadalmi kereslet” kdzott kapcsolatot teremtd leképezést definidlt, majd szintén Kakutani
fixponttételét felhasznalva bizonyitotta be az egyensuly létezését.

120 FORDUAT 9



OSSZEGZES

Az eléz8 néhany szakaszban megkiséreltik attekinteni a kdzgazdasagtan matematikai
tudoménnyé valasanak legfontosabb allomésait, és ennek kapcsan részletesen elemeztiik
az dltaldnos egyensulyelmélet XX. szédzadi torténetét, amely a matematizalédasi folyamat
szive és lelke. Lathattuk, hogy a kilonb6zd filozofiai és metodoldgiai hatdsoknak kdszon-
hetéen hogyan tolodott el az érdeklédés fokusza az értékelméleti és egyéb interpretacios
problémaktél az elosztasi kérdések, a fogalmak matematikai természetU tisztazasa és az
egyensuly létezésének problémaja felé.

Az ismertetett modelleket és egzisztenciatételeket késébb tobben mddositottak és
altaldnositottak, de 1952-54-ben egy korszak lezarult, és sokak szerint egy kozel egy évsza-
zados probléma oldddott meg. Lathattuk azonban, hogy valdjaban ez mér régen nem
ugyanaz a Walrastél eredd probléma volt. Id6 kézben a modell, a szemléleti keret, a méd-
szerek és a célok is jelentésen megvaltoztak.

Megvalaszolatlan maradt viszont két tovabbi kérdés, az egyensuly (1) egyértelmd-
ségét és (2) stabilitasat biztositd feltételek meghatérozasa. Ezeket szintén Arrow, valamint
Block és Hurwicz vizsgaltak (Arrow és Hurwicz 1958; Arrow et al. 1959), felhasznélva Wald
eredményeit, valamint a Samuelson-féle dralkalmazkodasi differencidlegyenletet. Kimu-
tattdk, hogy a probléma kulcsa mindkét esetben a kinyilvanitott preferencia gyenge axi-
oméja, illetve a termékek kozt fenndlld dltalanos helyettesithetéség. Mindkét feltétel biz-
tositja ugyanis az egyensuly unicitasat, azonban az el6bbi csupan lokalisan, az egyensuly
kis kdrnyezetében biztositja a stabilitast, az altaldnos helyettesithetéség viszont globalisan
stabil egyensulyi dllapotokhoz vezet. Mindkét feltétel azonban az aggregalt tulkeresleti
flggveényekre vonatkozd megszoritdsokra épll, és nem az egyéni dontésekre. SOt késébb
kimutattdk, hogy ezeknek a feltételeknek a teljestléséhez barmilyen egyéni technolé-
giai és fogyasztasi halmazok lehetnek a hattérben, azaz egyéltalan nem adhaté az egyéni
dontések szintjén unicitasi és stabilitasi feltétel Ugy, mint ahogy egzisztenciafeltétel. Tob-
ben az altaldnos egyensuly kutatasi programjénak bukasat 14ttdk ebben az eredményben,
mivel kiderdlt, hogy egy rendszeren belili problémat nem lehet megvalaszolni a méd-
szertani individualizmus metodoldgidjaval.

A fentieken kivil szamos egyéb, kiilsé kritika is érte az altaldnos egyensulyelmé-
let szemléletmadjat és modszereit az ,6ncéld matematizalas” miatt, feltételezéseit ,irreali-
tasuk” miatt, kdvetkeztetéseit ,irrelevancidjuk” miatt, és folytathatnank a sort. Ezek a kriti-
kak tdbb olyan j irdnyzatot hoztak Iétre, amelyek a k6zgazdasdgtan bizonyos terlleteinek
alakuldsat a XX. szdzad mdsodik felében més-mdas irdnyokba terelték. A kritikdk jogossa-
gat nem kivanjuk vitatni, azonban mindenképpen elgondolkodtaté kell hogy legyen az a
tény, hogy egy a tapasztalattdl és igen sokféle metodoldgiai irdnyelvtdl ennyire tavol esé



kutatasi tertlet, mint az altaldnos egyensulyelmélet, néhany évtized alatt teljesen atfor-
malta a kdzgazdasdgtan modszertandt, intézményi strukturajat és publikacios stilusat, és
mindennek eredményeként egy Uj tipusd matematikai tudomany jott létre.
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